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高 等 代数 是 大 学 数学 专业 的 主要 基础 课 ， 作 为 其 中 核心 
分 的 线性 代数 ， 是 理工 科大 学 各 专业 的 重要 数学 工具 。 因 
此 ， 牢 固 掌握 和 深入 理解 其 中 的 思想 方法 和 技巧 ， 对 于 大 学 
生 是 非常 重要 的 。 为 帮助 大 学 生 学 好 这 门 重要 课程 ， 我 们 从 
教学 实际 出 发 ， 精 选 了 近年 国内 高 等 代数 研究 的 新 成 果 ， 经 
工整 理 编 成 此 书 。 其 主要 内 容 是 对 高 等 代数 中 重点 、 难 点 
+ 题 ， 进 行 深入 前 析 ， 提 供 简捷 、 有 效 、 实 用 的 新 方法 新 技 
这 些 内 容 有 助 于 读者 开阔 思路 ， 活 跃 思想 ， 提 高 分 析 问 
题 和 解决 问题 的 能 力 ， 进 而 培养 和 提高 其 数学 创造 力 。 此 书 
可 供 读者 学 习 高 等 代数 或 线性 代数 时 参考 ， 亦 可 作为 大 学 选 

/外 课 教材 使 用 ， 也 宣 作 为 范本 指导 大 学 生 扔 写 论文 。 
本 书 选编 的 众多 资料 ， 大 都 征 得 原作 者 的 同意 ， 在 此 尊 
作 说 明 。 书 后 附 有 所 有 原始 材料 的 目录 ， 对 这 些 材料 的 作者 
们 给 予 的 真诚 合作 表示 感谢 ! 本 书 列 出 的 编 委 是 参加 编写 工 
第 的 主要 人 员 ， 另 外， 许多 同行 前 辈 对 本 书 的 编写 、 出 版 给 
予 了 真挚 的 帮助 ， 特 别 是 北京 师范 大 学 吴 品 三 教授 、 陕 西 师 
站 大 学 雷 天 德 教授 、 清 华 大 学 李 文 汉 副 教授 、 曲 阜 师 大 方 朝 
;教授 、 西 北大 学 孟 杰 副教授 、 汉 中 师 院 薄 义 书 教授 和 谢 力 
教授、 徐州 师范 学 院 章 仲 英 教授 、 滴 南 师范 大 学 张 长 明教 
2、 吉 安 师 专 肖 祖 文教 授 、 汉 中 教育 学 院 李 印 堂 副教授， 以 
及 西北 师 大 杨 永 保 先生 、 四 川 师 大 彭 孜 击 先 生 、 泰 安 师 专 张 
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纯 从 先生 、 湖 州 师 专 凌 瑞 官 先生 、 汉 中 师 院 白 永 成 先生 及 付 
银汉 、 周 亚 兰 女士 ， 对 于 他 们 ， 我 们 全 体 编者 表示 A dE 
谢 ! 更 希望 得 到 读者 的 批评 指正 ! 
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一 .矩阵 在 多 项 式 理论 中 的 应 用 


利用 矩阵 理论 研究 多 项 式 的 有 关 问题 ， 不 仅 方法 新 颖 ， 
而 且 简 捷 明 了 ， 易 于 掌握 ， 有 一 定 的 适用 性 。 


1. S RARR E ERR 


我 们 首先 讨论 多 项 式 习 积 的 矩阵 表示 。 

WF Cr) 表示 数 域 尺 上 的 一 元 多 项 式 环 。Vf (т), 
g(z>=)C€F Сх), H 

f(z) =а +ta,z+a,z2 +. +a 21, (0.0), п 
为 非 负 整数 。 : yi 

g(x) =b,+b, тЫ, +- 0629, (6,0), 
т HEHE. WEES AARAA 

f(z)g(z) = сост +0,2? +e + соња", 
其 中 

сх = акб, + ак_,6, +ак_,6, +." +adk, Ё=0,1, 
2，… пет. (1) 

相对 于 给 定 的 如 上 f(x ) 和 g(x )， 分 别 作 和 矩阵 


а, 0 0 
a, a, 0 
Aí = | Ga Ga; бо 
0 а, 1 
VO O : Ga /Cnrmhtyx(mti)9 


bo 
b 
X= b 


1 


bn / (mti)xi1s 


.其 中 ,n= 次 [f(z)] ，m= 次 [g(z)]。 

显然 ， 上 述 形式 的 矩阵 由 给 定 的 了 (z ) 和 9 (2) ЭНЕ 
一 确定 。 因 此 我 们 有 

定义 1 НИЕ АЗЫ <=) (相对 于 
g (z) ЖЖ) 的 系数 矩阵 ， 义 g 称 为 多 项 式 g ( x ) 的 系 
数列 矩阵 。 

定理 1 1) 矩阵 之 积 4 头等 于 由 多 项 式 之 积 f(z)g(z) 
所 确定 的 系数 列 矩 阵 


Со 

с, 
Хи = с, 

Cn+m 


其 中 ck (= 0, 1, 20, п+т) 满足 ( 1 ) 式 。 
2) f(z)g(z) 是 唯一 确定 的 。 


证 明 ЖЕ 
а, 0 : 0 bo 
a w 0 [6 
а, ва., : а, : = 
0 <“, і а, : 
о : 
0 0 ; aa bm 


2o 
а,Ь, + аЬ, с, 
arbo +аь_,6, ++ +aobr 


anba Caym 

即 有 4iXg= Xigo 

2) H-TAb Хаб, AMX i 唯一 ， 即 了 (z)9(z) 
是 唯一 的 。 

顺便 指出 , 若 取 称 f 为 f(z) 的 系数 列 和 矩阵 (是 (2+1)x1 
的 ) ， 则 g(z) 的 系数 矩阵 4 是 (m+n+1) х (пж), МЫ 

AX (= Xat = Хв. | 

在 具体 计算 时 ， 只 要 注意 到 Ai 的 列 数 等 于 Xe 的 行 数 (也 
等 于 g(z) 的 次 数 +1) 这 一 点 ， 则 写 出 .41 也 是 容易 的 。 

例 1 %#/(2) = -3+45-421 -25+1‘,0(2)=3-45 
= 5x? +22‘. Ж/(2)9(2). 

М 由 于 次 (f(z))=4， Ж (9(z)) =3, Ж Ar Ж 
(4+3 +1) х (3+1), X: Ë (8+1) х 1 


ВЕ, В 
-3 о о 0 
4 -3 о о š 
-4 4 -3 0 
-2 -4 4 -3 -4 
Aí = Хұ= | 
1 -2 - 4 4 ЕД Е -5 ， 则 
1 -2 -4 


‚ © о © 
© 
m 
I 
N 


4-3 со 24 
|-4 4-3 0 4 | | -13 
AX.=| 72 74 4-3 a| -16 = Хе 
{ 1-2-4 4 39 
-5 
0 1-2-4 -2 
0 0 1-2 -9 
0 0 0 1 2/ N 2 
于 是 由 Xt. 即 得 


{(=)9(х) = -9+24т - 132° – 162 + 395-24-92 
27 十 "。 

下 面 讨 论 多 项 式 整 除 的 矩阵 表示 。 

hle), FEF [z] , 有 

HGz)=co+ciz+cir2+…+cnrp，(ces0)， 

К) =а+а,х+а,х? +... tan", (ans 0 >. 
Жр, "УЕ, HEELS, 

HPZ”, ДВЕ т, рент, К 

h(z)= c to,z +0,2? + +o mm tn, 


Jf (z BJ RRE REA: FACe) BJ ЕВЕ ЛУ ЖЖ 


/% оі 0 
а, ao 0 
At =| G. Gng ° 
0 a, a, 
^0 0 ; G, (n+m+1) «(тн 


Хь= с: 


: Cn+m (п+т+:) к: 
其 中 2 +m = p, 
令 和 矩阵 


А= (4, Хь), 

则 我 们 有 | 

定理 2 1) f(z)|h(z) 的 充 要 条 件 是 秩 (万) = 秩 
(40) =m+1, f 

2) 车 有 g(z)ER C) ， 使 Hz) = f(z)g(z)， 则 g(z) 
唯一 。 

证 明 1) H-Fn+m+12m+1, НЯК2) 0, М 
Hk CA) =m +1 是 显然 的 。 


` ЯН 
bo 
b, 
Ха=| ° | 其 中 四 = 证 -ma 
bm (mt+1)x19 
令 = 
АХ: = Xr, (2) 


则 (2 ) 式 是 关于 以 66， b.» "е bn 为 未 知 量 的 一 个 线性 方程 
组 ，41 是 (2 ) 的 系数 矩阵 ， -4 是 增 广 矩 阵 ， 所 以 ( 2 ) 有 解 
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当 且 仅 当 秩 ( Ar) =# (Я). 

而 (2 ) 有 解 ( 即 存在 Xs 使 4:Xe=Xb) 当 且 仅 当 
f(z) | hlz)( 即 存在 g(z)EF (т), 使 f(z)g(z)=h(z), 
将 和 g 看 作 g(z) 的 系数 列 和 矩阵 》。 所 以 

f(z)1h с) НМВ СА) = CA) =т+1, 

2). 由 于 (2 ) 有 m+ 1 个 未 知 量 b。， b, …， bms ПЖ 
(Ау = СОА) =т+1, ОЖЖ ЖХ. ‚Ж /(х)д(х) 
=h(z) 中 的 g(z) 是 唯一 确定 的 。 

例 2 {#һ(ху)у=2+3х2—-13х%°—6°*+17х*—-3хт°, 

(=) =2-2-51 +13. 
判定 f(z) 能 否 整除 HKz)， 若 整除 时 ， 求 9(z)， 使 
h(z)= f(z)g(z)o 

№ “因为 次 (hz) )=5， 次 (f(z)) =3， 所 以 取 定 
Ня = 3, m=5-3 =2, KAG 


2 0 0 
-1 2 0 
-5 -1 2 
A= 1 -5 -1 
0 1 -5 
0 0 1 (sre+1) к (2+1) 

2. 2002 

3 -1 2 O 3 

一 13 _ -5 -1 2-13 

Кь= -6 |? A= (4f:Xh) = 1 -5 -1 -6 | ° 
17. | 0 1 -5 17 


-3 0 о 1-8 
° ; 


对 也 施行 初等 行 变换 化 为 


0 0 0 0 
0 о о O 

_ |0 ооо 

B= 1 oo 1|' 
0 1 о 2 
0 0 1-3 


则 易 见 秩 ( 4f ) = 秩 ( 4 ) = 3 ， 从 而 f(z) | h(z)。 
由 于 m= 2， 故 令 
X b| нахи Хач 


27 (2+1)x19 


0 b. 


己 口 一 口 口 口 
онорор ~ 
с 
Ш 


моо о о 


周 解 得 


Х:=| 2|， 取 g(z)=1+2z-3z:， 即 有 


hlæ) = (rz)g(z)。 

对 于 含有 参 变 数 作 系数 的 多 项 式 整除 的 判定 ， 定 理 2 Н 
有 独特 的 效果 。 

例 3 лб) =а+рх+х“, f (т) =1+mz+x*， 求 
f(z) 整 除 h(z) 所 满足 的 条 件 。 


， 对 4 进行 初等 行 变换 化 为 


= з = ° о 


1 
m 
1 
0 
0 

1 
-m 0 

0 


р-та+т 0 
-4-1+т? 0 


ооо н о 


0 
0 
1 ЕД 
0 
0 


ШЖ 2%], ГС) АА) ЭСА) =4-2+1=3 p -mg 

+т=08-9-1+т'= 0, Ш рет? -2тВд=т? 一 1。 
2. E Ka ди E W 

设 f (х), g(z)€F [zx] ，d(z) 是 f(z) 与 g(x) 的 一 个 最 
大 公 因 式 ， 则 有 u(x)，v(z)EF Сх), 8 

а(х) = u(z)f (rz)+v(z) g(r) (1) 

成 立 。 在 一 般 现 行 《 高 等 代数 》 教材 中 ， 采 用 轧 转 相 除 法 求 

得 d (zx) 后 ， 再 利用 逐步 代入 的 方法 求 得 u《z)， v (z) 使 (1) 
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式 成 立 。 这 样 做 ， 在 f(x)，g(z) 作 轧 转 相 除 次 数 较 多 时 显得 
十 分 肢 烦 。 尤 其 是 为 求 得 满足 ( 1 ) 式 的 w(z) 与 v(z) 时 ， 在 
轧 转 相 除 的 过 程 中 不 能 用 常数 去 乘除 式 和 被 除 式 ， 这 就 增加 
了 运算 的 困难 。 下 面 我 们 介绍 一 种 利用 矩阵 的 初等 变换 同时 
求 得 d(z)，x(z)，u(z) 使 (1 ) 式 成 立 的 方法 。 

为 叙述 方便 , 称 一 个 以 (z) 中 的 多 项 式 为 元 素 的 矩阵 
为 x -矩阵 ， 称 以 下 三 种 变换 为 z ~ 甜 阵 的 初等 行 变 换 ， 

1) 矩阵 的 某 两 行 互 换 位 置 ， 

2) 矩阵 的 某 一 行 乘 以 一 个 非 零 常数 ， 

3) 矩阵 的 某 一 行 的 P(z) 信 加 到 另 一 行 ,p(x)EF [zx] 。 

命题 1 ”任意 一 个 z- 矩阵 经 初等 行 变换 后 必 可 化 为 如 下 
形式 


d(z) X Ж 
0 жо. X 
;: кү, 


ЖЕ “хх” ERF С) 中 的 多 项 式 。 
证 明 从 略 。 
命题 2 У 
ж) 1 0 
AG) = 


| 经 初等 行 变换 化 为 ”五 (z) = 
g(x) 0 1 


[~ и, (z) >) 
g, (£) 5,(1) 1,(2)/, 


ЖА СР), g(xz)) = (Г, (0), 9,(=)), H 
1, (=) =u, (=) Ка) +v, ()9(=), 
9, (2) = 5, (2) (ш) +t,(z)g(z), 

证 明 只 需 证 明 经 一 次 初等 行 变换 后 上 述 命 题 成 立 BH 
可 。 下 面 分 别 就 三 种 初等 变换 加 以 证 明 。 

1) 3(z) 是 经 4(z) 互 换 两 行 得 到 的 ， 则 f ，(z) = g (z), 
9. (2) = }(х), ui(z)=h(z)= 0, u,(z)=s,(z)= 1, Мы 
命题 成 立 ， 

2) 不 妨 设 B(z) 是 以 非 零 数 c ВА (z) 的 第 一 行 得 到 的 9 
则 f (=) = cf(z)，g,(z) =9(1), u,(z)=c, Ё, (х) =1, v, 
(z) =s, (1) = 0, HF ( f(z), g(z)) = (ејб), g(z)) 
= (1, (2), g,G)),Bf, (z) =cf (z) =u,(z)f (z) 
+u,(z)g(z), 9g,(z)=g(z)=s,(z)f(z)+t,(z)g(z), XW 
-命题 成 立 3 

3) 设 B(z) 是 由 4(z) 的 第 二 行 的 g(z) 倍 加 到 第 一 行 得 到 
的 ， 那 么 ,. 

Р <) = К) +9(2)9(2),9.(2) = g(z)yu,(z)=t, (т) 
=1, и, (2) =4 (£), $, (1)=0, Tk (f (z), у(х) ) 
= (у, (2), g z2)) = (f, G), 9, (=) ). ВН 

Из) =1. К) +0 + д(х), (2) 
` g(z)=0* f(z) +15 g(z), (з) 
(3) #blq(z)JH2J (2) 得 
4. (=) = Рх) жаб) дб) = и, (=) Ка) + и, (2) 900) Д 
9. (2) = д0) = 5, (х) 0) +, (=)9(=) , 
综 上 述 ， 命 题 2 成立 。 
由 命题 1 及 命题 2 即 得 
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定理 1 Hr- Ж 


{жщ 1 0 
А(х) = 


ж) 0 1/ 
Ñ ибх) | 
0 sz) (т) 
则 d(z) = 为 f(z)，9g(z) 的 最 大 公 因 式 ， 且 满足 
d(z)=u(z)f(z)+u(z)g(z) 
例 1 设 f (z)=zt+2zt-zt-4r-2, g(z)= шк) 


—-х*-2х-2, Ё fl), д(х)) Butr), AIE 
(=), gla) ) =щ) Кг) + v(t) g(r), 


| 级 初等 行 变换 化 为 B(z) = 


м WE EM 
Z4+2z73 一 Z2 一 47 一 2 1 0 
Z4+zs 一 2Z2 一 27 一 2 0 由: 
对 该 矩阵 作 初等 行 变换 
r? +2r°- r? -427-2 1 0 (1)- (2) 
О 0 ое: 
рее. 1 1-20) 
д 1-25-02 0 | a 
ы 1 -1 | 
a чаш" урын 


и 


——————— 


HERON) 
zr’-2 =g I z+ 

( 0 Таша (1+2) ° 

于 是 ，(f(z)，g(z)) =1-2, ит) =-я-1, 


обх) = +2? -2=(-2- 1)/(х) + (+2)9(2). 
定理 2 R- HF 


1 а 25 


TE “arti 2+2 


f,(z) 1 0 0 
_|fGy 0 1 … 0 
At иене ние вор вне ово онн оне , 


Р.С 00-1 
经 初等 行 变换 必 可 化 为 


‚ (4(=) иж) и,(=2) ° шту 

且 d(z) 是 f(z)，f;(z)，…，fa(z) 的 最 大 公 因 式 ， 满 足 

а(х) = ибх), (z) +u,(z)f,()+- +u. (z)f.(z)o 
Жир, B(zyrh у “Ж” ERF (z) 中 的 多 项 式 。 

本 定理 容易 用 数学 归纳 法 证 得 。 

例 2 ， ВЕЛ: (z) = 28-21-2420, f, (х) = - 4° 
+=+6; Ва) = “428+ 221 +4=-3. ЖА), 
{.(х)>> . fs(z) ) Жи, (х), u, (z), из (z) 48 


12° 


Сре, f,G), falz) ) =ui(2) f а) + u, G) + 


из (2) {3 (2). 
解 对 下 述 和 矩阵 作 初 等 行 变换 
23-21" -х+2 1 
х®-4х°+х+6 0 


т*-4х%9+2х°+4хт-3 0 


+1 4 2-2 
0 


一 一 一 


0 (х-1)? 


0 3-х -212+72-5 


о -o 
= ° © 
тыт» 


-х2+2|* 


2х- 4 


ТА, СРС), fia) fsG)) =т+ 1, шаб) 1, 


u (в) ==-1, us(z)= - 1, WE 


2+1 = рб) Са) f,- fala) 


上 述 方法 ， 在 整数 环 上 也 适用 。 


їз 求 4，10，36 的 最 大 公 因 数 及 三 个 整数 41，u，,， 
из, 4и, +10u, + 3Збиз = (4, 10, 36) 


解 ” 作 和 矩阵 4 并 对 4 进行 初等 行 变换 


4 1 0 0 4 
‚4=|10 0 1 "| 一 |: 


3 0 0 1 (о 


1 0 O 


9 0 1 


0 5 -2 0 2 -2 1 0 
-| -2 1 оо 5 -2 o) , 
0 -9 0 1 о -9 0 1 


(4, 10, 36)=2, u= ~ 2, и, = 1, u= 0, НВ. 
2=(4, 10, 36)=(-2)х4 +1 х10+ 0 х36 
闫 便 指出 的 是 ， 上 述 命题 及 定理 中 所 涉及 到 的 矩阵 全 部 
予以 转 置 ， 并 将 相应 的 行 变 换 改 为 列 变换 ， 其 结论 也 完全 成 
立 。 详 见 《k 数学 通报 》1989 年 第 2 期 包 桐 桢 的 文章 。 


二 .关于 Eisensrein 判 别 法 的 研究 


有 理 系数 多 项 式 在 有 理 数 范围 内 是 否 可 约 的 问题 可 以 归 
结 到 整 系数 多 项 式 在 整数 范围 内 是 否 可 约 的 问题 。 关 于 整 系 
数 多 项 式 在 有 理 数 范围 内 是 否 可 约 的 问题 ， 有 一 充分 的 判断 
条 件 ， 这 就 是 Eisenstein 判 别 法 ， 

Вб) = ao+ aiz+…+anaz "是 一 整 系数 多 项 式 ЖЖ 
能 够 找到 一 个 素数 p， 使 

1) р} G 

2) р| а, i= 0, 1, +, n- 15 

3) р? Faas | 

则 多 项 式 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 。 


1. 施行 变换 仍 有 局 限 性 


众所周知 ， 巨 isenstein 判 别 法 不 是 对 所 有 的 情况 都 有 效 
的 ， 也 就 是 说 只 是 不 可 约 的 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 。 但 
是 ， 关 于 整 系数 多 项 式 可 约 问题 ， 有 如 下 结论 

引 理 1 设 f(z) 是 一 整 系数 多 项 式 ,m 为 整数 ， 则 f(x) 
在 有 理 数 域 上 可 约 的 充 要 条 件 是 g(y) = f (y+m) 在 有 理 
数 域 上 可 约 。 | 

有 了 这 个 结论 ， 对 一 些 不 能 直接 应 用 Eisenstein 判别 
法 的 例子 ， 通 过 适当 的 变换 后 ， 可 用 Eisenstein 判 别 法 来 
判断 其 可 约 性 。 例 如 ， 多 项 式 f(z) = 0Р0 + -2+ s pm il 
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(其 中 p 为 素数 ) ， 虽 然 不 能 直接 应 用 Eisenstein 判 别 法 ， 
但 车 令 z=y+ 1， 则 g(y) = 了 (+1) 可 用 Eisenstein 判 别 法 
来 判断 ， 且 知 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 。 

于 是 有 一 问题 ， 如 果 整 系 多 项 式 j(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 
约 ， 那么 是 否定 能 找到 一 个 整数 b 和 一 个 素数 p ,使 得 g(y) = 
f(y+b) 满 足 Eisenstein 判别 法 的 条 件 ? 回答 是 否定 
的 ! 

例 1 f(z)=z?+ 27x+5， 易 知 它 在 有 理 数 域 上 不 可 
约 ， 证 明 无 论 使 用 何 种 变换 z= y+ 4 都 不 能 用 Eisenstein Ж] 
别 法 来 断定 它 为 不 可 约 。 

证 明 假定 对 f(x) 存在 这 样 的 整数 b> 和 素数 p ， 那 末 对 
79) = Ку+ь) =у+2(6+1)у+6*+26+5. 


|1 2 (6+1), Ф 
pi (br+26b+5), ® 
p? С +256+5), @ 


若是 绝对 值 不 小 于 3 的 素数 ， 那 么 由 @ 可 知 p | 6+1). 
再 由 @@， 知 存在 整数 r 和 s 使 得 


[ 6+ 2+5 = рг, 


{6+1 = рг, 
由 此 得 
г- р; = F , @ 


@ 式 左 端 是 一 整数 ， 右 端 恒 不 为 整数 ， 矛盾 ! 若 b= 土 2， 
则 由 @ 知 5 为 奇数 。 设 0= 2n+ 1， 那 么 6b*+2b+5 = 


4 (1*+21+2), Рр (5*+25+5), X5@# 
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51 因此 ， 对 于 f(z)=z:+ 2z+ 5， 前 述 的 整数 5? 和 素数 p 
是 不 存在 的 。 

问题 到 此 并 没有 结束 。 事 实 上 ， 在 上 述 的 f(z) 中 若 令 z 
=2y+1, 则 f(z)=f (2y+1) =4 (y+2y+2) 
由 Eisenstein 判 别 法 就 能 断定 如 Су) =y*+ 2y+2 在 有 
理 数 域 上 是 不 可 约 的 ， 从 而 f(z) = 4 好 (y) 在 有 理 数 域 上 也 
是 不 可 约 的 。 由 此 使 我 们 认识 到 ,为 充分 利用 Eisenstein 判 
别 法 的 功能 ， 对 z 的 一 次 和 二 次 以 上 的 变换 有 研究 的 必要 。 

这 样 ， 自 然 产生 如 下 问题 ， 是 否 对 任何 有 理 数 域 上 不 可 
约 的 整 系数 多 项 式 

f(z) =a," +a узек +az+as 
恒 存 在 一 种 变换 ，z = (у) =bmy™ + bm-iy™ + s +big 
+6, Œg (y)=f (g (g) ) = сё (у) = cC Crmy™ + + 

| ce ) 。( 其 中 bi 和 c 均 为 有 理 数 ，i= 1,2," mj; бо, » 

cnm 为 整数 ) 恒 存 在 一 个 质数 p，p 让 cnm,， plco, сү, eo 
cam-1y Hp’ 十 co， 由 了 isenstein 判 别 法 知 % (2 ) 是 不 可 约 
的 ， 从 而 gCy) 及 f(z) 均 是 不 可 约 的 。 

对 上 述 问题 有 如 下 完满 的 回答 ， 

当 n = 2 时， 结论 成 立 ， 

Ша>2 时 ， 结 论 不 成 立 。 

定理 1 ”二 次 不 可 约 多 项 式 恒 可 通过 z 的 一 次 变换 ， 使 
其 适合 Eisenstein 判 别 法 判定 。 

ФЕ ВВС) =ar? +Ьх+с 


= 让 K (2ах ) ?+4abzr +b? ~b? + 4ас) 


= {(2ат+Ь)*+ (4ас-Ь%)у) , 
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Sy=2ar+b, d=4ac-bt АЈС) = 了 (t + d), 


НИ, EEH, WRS) =r + d 不 可 约 ，f(z) 恒 可 
通过 z 的 一 次 变换 ， 使 其 适合 Eisenstein 判 别 法 判定 。 

因为 f(z) 不 可 约 ， 当 dg< 0 时 ，d 一 定 不 是 一 个 完全 平方 
Ж, e 

а= = p11p, > рі 
是 d 的 典型 分 解 式 ， 其 中 qi 至 少 有 一 个 是 奇数 ， Жу, = 
2п+ 1 ， 作 变换 z= рату, Ш f(z)= pio" (gt pip, 
ре! ) 。 显 然 f(z) 可 用 Eisentein 判 别 法 判定 。 若 dg>> 0， 当 
ai 中 有 一 个 是 奇数 ， 仿 上 同 法 可 证 f(z) 可 用 Eisentein 判别 
法 判定 ， 当 ai 全 是 偶数 ， 令 == р, рер Ту, ЖА 
Рб) = раба, =e ptt (у? +1), ЖЕЙ 2-1, АГС 
= р: "1 р, 72. р (21-2242), Кг) ЖИ ВЕ! зе ле] 
别 法 判定 ， 因 此 定理 1 成立 。 

反例 f(z)=z*+12z+4 显 然 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 
的 ， 下 面 将 证 明 无 论 用 什么 多 项 式 变 换 都 不 可 能 使 1(z) 满 足 
Eisenstein 39] 20. 

令 T=g(y)= Бут + Б.у + +b iu + be БЕ 
有 理 数 ，bm 志 0， 那 么 gl(y) 可 以 写成 一 个 有 理 数 与 一 个 本 原 
多 项 式 的 乘积 。 


z=g(u)= $ а-у + аш y+ +a yta), 
(s,r)=1。 


3 
f(z) = = C amy™+ ат- у ++ +а,у+а,) + 
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12。 аву? + а-у + tayta) +4= 1: 
[в (азу + ат, ут-1 +... + aiy + a) s+ 12725 


Сашу + am-igm-I+ +а!у+а,) +4rs ] 


3 
р rs 
Ла+' Дое ÀmlÀm-, А 


Ат ШҮП 
бању") (aiy) а, 二 (12r2 + amy™ ++ 12r’sao ) 


+4) зар у" +352 ал ат-1узш-1 十 


(sseoaon_， +35 ашай "т + (sseoaon-， 十 
6ssamam-iam_- ;+Ss303_1 у" + ((зз*ога иза + 
6s°amam-,Gm-s + 35802011: + 35*аш®1аш-_, ) уса 
++ (3s aha + 68*а‚аш.,а,+6з9ашаш-,а,+ ©. 
+ 35242-14, +651, @ш- „а ++) у... + 
‚. C s*a? +1272 5аь + 4° )). 
车 存在 素数 p 满 足 


(1) рф зай 
19 


(2) pl3a°aham-,s 


(3) pl3s ась: +35 ашай-1» 
(4) pl3s*añam-s +6s°GmGm -10m-2 S 8-1, 


(5) pl3sšañ аш, + 65$ аш@ш-, am-3 + 3$ аш@щ-а + 
3s °ah-iGm-i ， 
(m+1) 

pl3ssa ao+6ssamam-,a1+ 6s*amam-,00 + *** 


+ 359%аш®1а‚+65%аш-1йщ-1@3 +e 


р\ѕ?ау° +12r’sao + 47°, 

p’ \ s*a’ + 127255 + 47%. š 
则 由 (1 )，(2 ) 两 式 可 得 p13 或 plam-1:， 对 p13， 则 p=3， 
НЗ [sèa + 127254: + 47° 18 530° +12 75а, + 4r° = 0 
(mod3 ), TJksa+r= 0 (mod3 )， 令 sao+r =3 n, 
JE 5% =З 8-7, sša + 12sr2zao+47rs = (8n-r)?+ 
1272 (Зп-г) + 47° =27п° — 271744517? -9г°, + E 
37158 4° + 12572 а, + Дт, ЖВІР] am-iy 由 (3 ), plam-23 
由 (4),plam-ss 665), р|аш-ау … HBH(m+ 1), plao 
因为 pls*ao*+12r”sao+ 4r， 所 以 p14 或 plr， 容 易 验证 无 
论 哪 种 情况 都 有 刀 : 15° а, + 12r2sa, + 4r°, ЖЕ! 
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综 上 所 述 f(z)=z:+12z+ 4 无 论 用 什么 多 项 式 变换 ， 
都 不 能 使 其 满足 Eisesnstein 判 别 法 的 条 件 。 

一 般 地 可 以 证 明 

结论 1 凡 f(z)=ze +z+c( 9 是 奇 质数 ) 中 的 不 可 


约 多 项 式 ， 都 不 可 能 经 z 的 整 系数 多 项 式 变换 使 其 适合 
Eisenstein ЕЕ о 

更 进一步 有 27 

结论 2” 在 有 理 数 域 上 ， 存 在 着 任意 次 ( 之 2 ) 的 不 可 
约 多 项 式 f(z) ， 使 得 对 于 任何 次 数 ( > 1 ) 的 有 理 系 数 多 


MR g (z) 及 f(g(z))= ú fi(z)，fi(z) 不 能 应 用 


Eisenstein 判 别 法 ， 这 里 r，s KEREK 7, ONERA 
多 项 式 。 

以 上 两 结论 的 证 明 都 较 繁 ， 此 不 效 述 ， 有 兴趣 的 读者 可 
分 别人 参见 《 数学 通报 》90 年 2 期 郑 格 于 的 文章 “Eisenstein 
判别 法 的 应 用 〈 2 )” E < 聊城 师 院 学 报 >( Ë ) 91 年 3 期 
张 鸿 图 的 文章 “ “Eisenstein 判 别 法 的 应 用 ( 2 ) ”一 文 的 


| 注 记 ”。 


上 面 我 们 进一步 认识 了 Eisenstein 判 别 法 的 局 限 性 。 尽 
管 如 此 ， 寻 找 Eisesstein 淹 别 法 的 推广 ， 仍 具有 重要 意义 ， 
这 就 是 下 面 讨论 的 第 二 个 问题 。 

2 .了 Eisenstein 判 列 法 的 进一步 推广 


下 面 是 对 Eisenstein 判 别 法 的 系列 推广 ， .这 些 新 判别 法 
仍 是 整 系数 多 项 式 不 可 约 的 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 ， 尽 管 
它们 可 以 用 来 判断 更 多 的 整 系数 多 项 式 的 不 可 约 性 。 
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定理 2 Ш/х) = ao+aiz+…+aaza 是 一 个 整 系数 多 
项 式 ， 若 f(z) 没 有 有 理 根 ， 并 能 找到 一 个 素数 b， 使 得 

1) ра МЕЊА, аһ-; 中 的 一 个 

2) p tais i=0, 1, 2, =" n- 2, 

3) b “十 ao， 
那么 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 。 

证 明 车 f(x) 在 有 理 数 域 上 可 约 ， ET f (2) 
TY 8 R Wi T Kakak f (с) КЮЕ М М . 
乘积 

ИК) = g(z)h(z), . 

这 里 g (z)= batb, zte +b 25, h (z)= cat сүл ++ + 
.Clzl， 从 而 co= bocoo `. 

因 f (z) 无 有 理 根 ， 而 由 假设 f (2) ЧИЈА, min ( 次 
《9g(z))， 次 (Hz))》) 二 2， 记 以 次 (jz) ) 二 4，R1< 
n= 1. 

| 因 p|boco, p? Tbocos 故 p 只 能 整除 bo， co 中 一 个 。 设 
p15。，pp 怀 co， 则 p 不 能 整除 g(z) 的 所 有 系数， 否 W pla 
Gn-19 与 已 知 矛盾 ! Ë 

设 0* 是 9 《z+) 中 第 一 个 不 能 被 bp 整除 的 系数 ,考察 as = bsc。 
+ Бас. te +bocs, Е, IKa- 1,s<n- 1, Ai plas 
6:1, 所 以 s<n- 1, 这 样 plas， bs-1» bs-s» °" boo 故 
plbsco， 说 明 p16; 或 p1co， 矛盾 ! 命题 得 证 。. 

定理 3 ikf(z)= a+ atte +a“ E — 4-3 # 数 多 
项 式 ， 若 f(z ) 无 有 理 根 且 能 找到 一 个 素数 p， 使 得 

1) РЖ а, ai 中 一 个 

2) pla i=2, 3, =", п; 
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3) раз, 
那么 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 。 
利用 定理 2 及 下 面 证 明 的 定理 4 即 可 得 上 述 定理 3 。 
284 ЖАРЕ А f 
Кх) =в+а,2+ + an- r" + anr" 
与 
Та) =аа+ац азж жат + az" 
ЖЖ Аар, 
证 明 只 须 证 明 f(z) 可 约 时 了 (z) 也 可 约 。 类 似 地 可 证 
明 f(z) 可 约 时 f(z) 也 可 约 。 
车 f(z) 可 约 ， 则 
Кх) = g(z)h(z=), glz), h(z=)€F Cz) 
Ж фо (z) =b + b,z ++ +62, h (х) = суст ++ 
ei, k+l =n, фоб) +++ bork ‚Е (z) 
=сү+сах + +621, ДЕЖ об), h(z)€F Cr), 


且 g (z)。h(z) 的 m 次 项 系数 为 


У ьс = D Бо, sk-j, РЕГ 

уеш ti/=n-m 
此 即 为 1(z) 的 nm 次 项 系数 ， 即 了 〈(z) 的 mm 次 项 系数 ， 从 
而 由 m 的 任意 性 得 f(z)= g (z)= В (z), ЖИТ (z) 
可 约 。 

ЖЕ! 

显然 定理 2 比 Eisenstein 判 别 法 广 ， 用 Eisenstein 
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判别 法 能 判定 的 ， 用 定理 2 都 能 判定 ， 而 能 用 定理 2 、 定 理 
3 判定 的 ， 用 Eisenstein 判 别 法 不 一 定 能 判定 。 

МТ jz)=3zs+7z+3zr:+3z+3。 

首 项 系数 的 因数 为 土 1 ， 土 83， 常数 项 因 数 为 土 1， 
士 3， 故 可 能 的 一 切 根 为 土 1， 土 地 ， 土 3 ， 易 验算 都 不 是 
其 根 。 又 存在 素数 p= 3 使 

1) pt7 

2) pl3 

3) p’}3, 
于 是 满足 定理 2 的 条 件 ， 故 f(z) 不 可 约 。 

但 是 ， 直 接 用 isenstein 判 别 法 不 能 判定 。 

例 2 /(хту=3х°+8х*+8х°+Т7х+ 1 

f(z) 的 一 切 可 能 有 理 根 为 土 1， 土 了 ， 验 证 都 不 是 其 
根 ， 故 无 有 理 根 。 又 存在 素数 请 = 3 № 

1) pt 1» ptT 

2) p|3 

3) p**3, 
于 是 满足 定理 3 的 条 件 ， 故 f(z) 不 可 约 。 

但 直接 用 Pisenstein 判 别 法 不 能 判定 。 

定理 2 仍 可 进一步 推广 。 | 

定理 5 若 整 系数 多 项 式 

7(z)=ao+aiz+…+aarza (п>6) 
没有 有 理 根 ， 也 没有 整 系数 二 次 因 式 ， 并 能 找到 素数 p 使 得 

1) p 至 少 不 整 除 ar、an-1、an- ,中 的 一 个 ; 
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2) plais i= 0, 1, 2, =, 8-3; 

3) р: {ав 
则 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 。 

证 明 车 f(z) 在 有 理 数 域 上 可 约 ， 册 f(z) 可 以 分 解 成 
两 个 次 数 较 低 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 ， 即 

f(r) Еи 
这 里 g(z)=bot +brk, В (z) =c + сад ++", 
Bkn, I<n, Ё+1= n, a= boco о RREA А23 , 
I> 8 ) ° 

由 2)、3 ) 知 ，56 与 co 中 有 且 只 有 一 个 被 bp 整除 ,无妨 
设 plbo 但 p 全 co， 显 然 p 不 能 整除 g (z) 的 所 有 系数 ВИ 
Plans an-is аа-а, 951) 矛盾 ! 故 令 g (z) 中 第 一 个 不 
РЖЕВ: ЖЖ | 

as=b;c+b;- ie i+" +606, 5<Ё<п- 8, 
#8215: (М2) plas)， 从 而 p15, R pleo ЖЕ 
所 以 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 。 

利用 定理 4、5 又 有 

定理 6 ЕЖА 

fGz)=aetaiz+- +a. (n=6) 
没有 有 理 根 也 没有 整 系数 二 次 因 式 ， 且 能 找到 素数 p 使 得 

1) p 至 少 不 整 除 a。、a:、a, 中 的 一 个 

2) plas i=3, 4, s fy 

3) р? tane 
那么 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 。 

还 可 将 定理 5 引伸 为 

定理 7 Жике 
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Кх) = astaz + + ва" 
没有 有 理 根 也 没有 整 系数 2、3、…、k 次 (hk< CZI ) 


因 式 ， 且 能 找到 素数 p 使 得 i 

1) 了 至少 不 整除 an， Gn-1 9 an-k 中 的 一 个 3 

2) plais i= 0, 1; 2, +, n- (Е+Т); 

3) p° \ ао, 
则 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 。 

定理 7 的 证 明 类 似 定理 5 HER, EPER. 

例 3 试 证 f(z)=zse 一 3z5 一 5z4+2zs+272 二 27 十 
2 在 有 理 数 域 上 不 可 约 。 

此 例 由 于 满足 pja。，p* 上 as 的 素数 p 只 能 是 2 ， 而 
2 tass 2 tas 所 以 用 Eisenstein 方 法 及 定理 2， 3 给 
出 的 方法 都 无 法 判断 ， 但 用 定理 5 的 方法 可 判断 了 (z) 不 可 
约 。 : 
证 明 易 得 f(0)=2, f(1)=1, f(-1)=-1, 
f(2)= -82，f(- 2)=70， 故 f(z) 没 有 有 理 根 ! 

下 证 f(x) 没有 二 次 因 式 。 : | 

假设 j(z) 有 二 次 因 式 (ж), ЖИ g (т) = + bz 
+c《 5、C 为 整数 ) ， 我 们 用 天 ronecker 方 法 考查 9(z) 是 否 
整除 f(z)。 

首先 ，9(0)17(0)，9(1)17(1)，9(-1)17(-1)， 
Ble|2, (1+b+c)|1, C1-b+e)|(-1) 

分 下 列 情况 进行 讨论 ， 

@ 车 c= 1, 

此 时 有 (2 +5)11, (2 -b)|(-1), 由 (2 +6)|1 可 
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得 0=- 1 或 -3, Bb=- 1. -8 (2 - 都 不 整除 
- 1， 故 这 种 情形 不 存在 ! гг а, 

©же = - 1, j Я 

可 得 b1 1 ， 从 而 有 两 种 可 能 ， НЕЯ 1 或 = 一 1， 即 
此 时 g(x)=g1(7z)=z*+z 189(2) =g, (x) ==*-2-1, 

@ 若 c= 2， $ 

此 时 有 (3 +b)|1, (3-6) (-1), 由 (3+0)11 
可 得 b= - 2 或 -4, 但 b= -2、- 40, (3-6-0) 
故 这 种 情形 亦 不 可 能 发 生 ! 

@ 若 c= 一 2， 

3906-1) 11, (6+1) 11, H (6-1) [1974 
b= 20, {НЬ= 2 时 (8+ 1) 十 1 。 故 只 可 能 有 D = 0, 
Higler) = 05(х)=х*— 2。 

#39:(2)= 5,„# 09102) 702), 109,60) f(z), 
另外 ， 直接 计算 知 g, (=), азб) ЖЕСЕ), 

综 上 所 述 f(z) 不 可 能 有 二 次 因 式 ! 

而 p= 2 满足 

1) bla, ptas 

2) plass a, Gis аз 

3) p’ Faos 
Жн Б 知 7(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 1 

下 面 两 例 说 明定 理 5 、7 中 的 条 件 也 只 是 f(x) 在 有 理 
数 域 上 不 可 约 的 充分 条 件 ， 而 不 是 必要 条 件 。 

例 4 f(z)=z=°+z'+ 1, ` 

f(z) 无 有 理 根 也 无 二 次 因 式 ， 不 存在 满足 定理 5 要 求 
的 素数 p， 但 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ( 令 x=y+ 1， 再 由 
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Eisenstefn 判 别 法 知 f(z) 不 可 约 )。 
例 5 f(z)=zP-1+zP-2 + + 1 (为 素数 )。 


f(z) 没 有 h 次 因 式 ，h< 21), TEEN E E 理 7 


条 件 的 素数 p， 但 f(z) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ( 因 f(z) 为 分 园 
多 项 式 ) 。 
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三 、 关 于 Cramer 法 则 的 研究 


Cramer 法 则 如 果 方 种 组 
aii7i+ai27: + Раза. =b, 


AA tarr, tee 十 asnzn = bz 


9112: Напа: t't алата = bn 


的 系数 行列 式 
Gii Giz Gin 
D=| azı as … йш 0, 


Gni Gns * Gnn 


则 方程 组 ( 1 ) 有 唯一 解 ， 
D, .... z = Ра 


=} 9 х= D ° sTn= D° (2) 


其 中 Di G= 1, 2, +, n) 是 将 D 的 第 i 列 换 成 常数 项 
bis bis s 5. ТАТИ. 


1. 三 种 新 证 法 
众多 的 教科 书 将 Cramer 法 则 放 在 行列 式 部 分 ， 这 对 于 
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综合 应 用 行列 式 性 质 及 其 运算 技巧 不 无 起 到 画 龙 点 晴 的 作 
用 。 因 此 ， 如 何 巧妙 地 利用 行列 式 的 方法 给 出 简单 证 明 ， 就 
是 一 个 很 有 意义 的 问题 。 这 里 介绍 三 种 不 同 的 新 证 法 ， 才 罗 
别致 ， 巧 妙 。 

证 法 1° 

. 先 证 解 的 唯一 性 。 若 方程 组 (1 ) FE, Нш, zo ` 
…， za 为 其 住 一 解 ， 则 对 以 下 的 n+ 1 阶 行列 式 


т -1 0 ~ 0 
0 а а; ац 


O а а … ам 


但 另 一 方面 ， Hz,» Tas s НН 第 2, 3, ща} 
n+ 1 列 后 都 加 到 第 1 列 ， 然 后 再 按 第 1 行 展开 即 得 


0 -1 0 … 0 
bi ауу a? ап 

bs аз Gs … am =D,. 
ba апу ала `” Gnn 


TJz,D= 站 ,， 由 于 Ds 0， 故 必得 zi= TL, RETA 


m = d m= Dies э а= АВ ORA И 


只 能 是 (2 ) 。 
再 证 解 的 存在 性 。 对 以 下 有 两 行 相 同 的 十 1 阶 行 列 式 
按 第 一 行 展开 得 


bi ап ~ an 


bi ап * аш 
0= | bz azn. * Grn 
bn Gor * Gnn 

=b D- бук = ++. аара, 


由 于 刀 闪 0 ， 于 是 可 得 ， ви ть + а: Da + e + ain Da 


=b XAR 2 ) 满 足 方程 组 ( 1 ?的 第 一 个 方程 类 似 可 证 ， 
(2 ) 也 满足 方程 组 ( 1 ) 中 其 余 各 方程 。 

证 法 2° 

先 证 解 的 存在 性 。 对 每 个 i G= 1, 2, s n), 有 


b 0 0 … 0 


bi ап Ga … аш 
bi:D= 


еле sdds ort ass ass 


bn Gni Gna * Gnn 
用 (一 DRURI + 1 行 以 后 加 到 第 1 行 ， 再 按 第 1 行 展开 得 
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0 -аз -а 一 Gin 
bi an Gas "° Gin 
bD = | 
bi aa Gia … аш 
bn Gni Gs ° Gnn 
=aiDi+aisD, +++ ainDn。 
由 于 D0, # 


ait жаа уж жан 2а =bi(i=1, 2, =“ 


#)， 即 (2 ) 确 为 (1 ) 的 解 。 | 
再 证 解 的 唯一 性 。 设 zt，z:，…， za 为 方程 组 (1 ) 的 任 
一 解 ， 则 下 式 显 然 成 立 。 А 
用 -zi，-za，…， 一 Zn 分 别 乘 以 第 1 列 ， 第 3 列 ， 
…， 第 n+ 1 列 后 加 到 第 2 列 ,再 按 第 2 列 展 开 得 
1 -zl 0 … 0 


ац 0 аһ Gin 
Dı= а 0 а>; ап =.) | 
Gni 0 an … am. 


于 是 D1=z1*D, 0% 0， 记 以 zi = р 。 同 理 可 证 x; = 


Da pe, z= 天。 因此 (1) 的 解 必 是 (2)。 
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综 上 所 述 ， 方 程 组 ( 1 ) 当 Оз 0 时 有 了 唯一 解 。 

证 法 5° | ИК. 

先 证 解 的 唯一 性 。 若 方程 组 ( 1 ) 有 解 ， 且 z,，za，…， 
zn 为 其 任 一 解 ， 则 


bi Gn … Qun 


by Gs … Gi 


D,= 
bn ans … Gnn 
4121 Farat +a, En йр; * Gin 
Ga21Z1 十 02272 十 … 十 Ginzn Gr … Grn 
... 
GuolZl 二 GusZ2 十 … 十 Gnn7n Gag … Gan 
уух, уз * Gin 
Gy,Zi Gs: * Gr 
= 
。 еони воо вечне 
Gaf; а, а-г 
Gam: 8,3 Gia 
GayZs Gz: а». 
+ + 


8112. Әп * Gan 


a,n Qis "© Qin 
QsnTn Qz ° Qro 


CnnZn Qng “** Onn 


上 式 右 端 从 第 2 项 起 ， 每 个 行列 式 都 有 两 列 成 比例 ， 故 均 为 
0。 因 此 上 式 为 


Gini а; * Qin 


Gali Gay * 0з. 
D, = е2; ° D, 


QniT1 Qns … ап 


ЖД» 0， 故 得 z1= T. MANE Pi (i =2， 


уоп), 
再 证 解 的 存在 性 。 由 于 
bi ай аз … Gin 


bi an Gn e азд 


bi ай ай … Gin 


eseeoopeeeseessse 


bn Gni Gas … Gnn 


= bD- аай, жод ainDne 


"64 


2х0, Жаз. +. а Даа, 23, uah 


р] 
即 (2 ) 为 (1 ) 的 解 。 
BEDEC ) 当 D*.0 时 有 唯一 解 。 


2 ，Cramer 法 则 的 推广 


为 推广 Cramer 法 则 ， 先 就 Laplace 定 理 做 点 注 记 。 
定理 1” 设 刀 是 一 个 n 阶 行列 式 ， 在 D 中 任 取 hk (1 三 
mn) 行 ( 列 )， 则 位 于 这 h 行 ( 列 ) 中 所 有 的 & 阶 子 式 与 另 
行 ( 列 )〈 即 与 前 面 所 取 的 行 或 列 不 完全 相同 ) 中 对 应 
的 子 式 的 代数 余子 式 乘积 的 和 等 于 0 。 
证 明 ЫЕ л, т, 5, тй, ВФ 


Qril гуз * Gry (ri) 
D= Arzi (бї ©, Gran (rs ) 
ө 
Grki бз °° Gryn Crk) 
... 


(1<л<\п<--<лу<п), ДИЕТ ВИРАЖ 
有 s=CE 个 ， 设 为 Mi М», ык; M so A 

ЯЕ р rh R T, WAB, bo s h fi 
C15<Xt<t<-- <t <n), B 
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(ri rs ` rk) Зе (f b, зе, АҺ), | 
FRB, В,, +, ВПО, В, es БВ 
阶 子 式 的 代数 余子 式 。 

现在 把 刀 中 第 襄 ，#，…， 友 行 的 元 素 依次 分 别 换 成 万 中 
Bri ri ，…，rt 行 的 元 素 ， 其 余 各行 的 元 素 不 动 ， 设 这 样 
得 到 的 行列 式 为 C， 则 


Gryt Gris эне Gri ( t ) 
C= Grai dar:2 xéo. arm ( fa ) 
Grki Gryt . Gn (h ) 


H TW H k TAS FF, ВТС 至 少 有 两 行 完全 相 
同 ， 从 而 C= 0。 另 一 方面 ， 根 据 Laplace 定 理 ， 对 C 按 第 
tt，ts，…，tk 行 展开 ， 则 位 于 这 上行 中 的 所 有 k 阶 子 式 就 
是 Mi，M:，…，M .， 而 这 些 子 式 在 C 中 相应 的 代数 余子 式 
就 是 Bi， Bı, у В:, 从 而 

C=M,B,+M,B; + + М;В., 
М.В, +М,В, +: + М.В, = 0. 

以 上 讨论 对 列 同样 成 立 。 


тї 7 


жж, 用 D( ' _ M ) 表示 位 于 行列 式 D 


í f, 


j 


ть г: rH t T Же, frs °° 5 Ту 列 交叉 位 置 上 
元 素 所 构成 的 4 阶 子 式 。 


现在 对 于 固定 k 行 中 的 CI 个 k 阶 子 式 按 字典 排列 法 ( i, 


较 所 在 列 的 序数 ， 先 比较 第 一 个 数码 ， 数 码 小 的 子 式 在 前 ， 
大 的 在 后 。 车 第 一 个 数码 相同 ， 再 比较 第 二 个 数码 ， 依 此 类 


推 ) 排 成 一 行 ， 对 于 固定 & 列 中 的 C 个 A 阶 子 式 按 字典 № 
列 法 排 成 一 列 。 这 样 便 得 到 一 个 s= CE 阶 的 方 阵 ， 设 为 


/Mi M, Cil Мь: 
Ma M, … My 

, 
M. M а s. Mss 


称 它 为 方 阵 〈 方 程 组 (1 ) 的 系数 矩阵 ) АИТВ. 34 
k= 1 时 ，M 就 是 4 。 
现在 考虑 方程 组 


“ 
人 


| , 
| Мож MI z + + M,:z,= by (3) 
1 


| , 
LM zi 十 Mars 十 … 十 Msszs=bs 


е = bibr bys Ë =bibs--by-iby+ 1 bs = бш" 
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ba ШЫ, вы ВЖЖЫ s ，bs ，… „ОКЕ 
RM, TE RAIE Uy BEREA сна HA 
的 。 

Е 0, WIE 
СЗ, 


| ==, „=, ә, 25 = D š (4) 


其 中 Cj= В, Вы + bB te ЫВ j= 1, 2, = s ЇЇ 
В,» Bsi, ~, 了 sj 依 次 为 R 阶 子 在 Mii， да 及 ,在 DD 中 的 代 
数 余子 式 。 

ЗЕЯ 先 证 (4 ) 确 为 (3 ) 的 解 。 

将 (4) 代 入 (3 ) 的 第 一 个 方程 的 左 端 ， 再 根据 Laploce 
定理 及 定理 1 得 І 


м. +M С. + -+ Mis S 


= СМС, + М.С. +++ + Mi Cs; ) 


= [Ma b hBi +b} Ви ++ +Ь Вз) 

+ Mis СЫ В+ Ва + е +b Ba Y 

++ Ма; (Ви +: Ву, + 65 В, + = + baBss >) 
z 2 54 CM Bri + МиВи +++ М.В) 
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+b С М..В,, + Маз В: + + М.В, ) 


++ b. (MiBa + MisBss +: + MisBss У 


=p (b р+ь + 0 += +b +0) 


= 
р r 


即 《4 ) 满 足 (3 ) 的 第 一 个 方程 。 i 
同 理 训 证 (4 ЛИЕ (ЗООКА ЛШ МЕ, САО 
з Ж. | ii 
青 证 解 的 唯一 性 。 
JBI, Ва, =, Bs 依次 乘 方程 组 (83) 中 的 第 : 13 
2，… s 个 方程 的 两 端 ， 然 后 相 加 ， 同 样 根据 Lala рсе: 
理 及 定理 1 可 得 


Dzı=b Ви +b В: +=. +b Ba =O, 
С, 
由 于 D* 0, їйт=-т-. 


Шт, = = % ЭК. ы С> 。 这 就 是 说 当 z, , 


Za "°, zs 为 (3 ) 的 任 一 解 时 ， 这 个 解 必 为 (4 ) . 
Е, (4 ) 为 (3 ) 的 唯一 解 。 
ЩА= 工时 ， 定 理 2 即 为 Cramer 法 则 。 


推论 方 阵 4 是 满 秩 的 充分 必要 条 件 是 4 的 阶 子 式 阵 
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MM 是 满 秩 的 。 


证 明 由 线性 方程 组 的 理论 知 ， 方程 组 ( 1 ) 或 (3 AE 
一 解 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 系数 方 阵 是 满 秩 的 ， 再 根据 定 
理 2 即 得 结论 。 


3. 利用 Cramer 法 则 求 行 列 式 的 值 


Cramer 法 则 对 部 分 п 阶 行列 式 的 计算 也 是 非 常 有 用 
的 。 思 想 方 法 是 这 样 的 ， 在 Cramer 法 则 中 ， 对 于 每 一 个 
;都 有 Di= riD. 因 此 ， 对 于 一 个 n 阶 行列 式 A ， 如 果 能 恰当 
地 引入 一 个 线性 方程 组 ， 使 得 对 于 某 一 个 :有 Di = 人 Ti 
其 系数 行列 式 DD 是 已 知 的 或 容易 计算 的 ， 且 解 z1 或 积 ziD 又 
容易 用 其 他 方法 得 出 ， 则 就 能 确定 行列 式 人 的 值 ，A = Р, 
=ziD . 下面 举例 说 明 ， 


例 1 计算 sn 阶 行列 式 


z -1 0 0 0 
0 z -1 0 
0 0 = ese 0 
Зит А и 
0 0 0 z =i 
an Ga-i Ga-2 … а 1+4: 
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м ”引入 方程 组 ( 4; 为 未 知 数 ) 


í zÀ, 三 Ga 

| - А, +24: = an-1 
o —Ait+zhs = ал. 
|. е онооно ооо ово ооо овое 2 ооо ово ве ео 

| 

| 一 人 n-s+zhn-i =a 

| -A- iti =а+лт, 


显然 其 系数 行列 式 D=z'“!，Aa=Ds =D=2.D. .从 第 二 


个 方程 起 ， 将 第 i 个 方程 乘 以 i, 然后 与 第 一 个 方程 一 起 
相 加 ， 即 得 


Zn-1hna=xzr-l(zd+ar) +aara-2+asz 3 + + 
! а 

anit tan, Ж Аа=МР=х*+ Уаш". 
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例 2 НЯНЯ (n Я) 


= у 0 ses 0 0 
0 z у - 0 0 


4 


M ”引入 方程 组 ( 4; 为 未 知 数 入 


í «Ау tyh: == 
rÀ, tyl: =0 

Аа tyin 0 

rzAn= 95 


显然 其 数 行列 式 D=xz"， 且 人 和信 = Di= D= Az", 838 i + 
方程 时 以 《 -1)itiz"-iyi-!， 然 后 相 加 得 

Az" = x" + ( -1 ) ту, 
HASI + с-1)1у°%, 


йз 计算 sn 阶 行列 式 


A a a a a 
b a В В В 
Хе b В а В В 
b В В a В 
b В В В e.. a 


解 ”引入 方程 组 (zi 为 未 知 数 》 
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( т, +ат: + azg ++ Фат = À 
| ат: + Вхз +, + Вто = b: 
1 Britars+. +prn=b 


Bra В: t+ + ав =, 


则 其 系数 行列 式 为 
1 а а a a 
.0 в В 8 
р 0 В а В В 
о £ В a В 
ов E В а 
а В В В 
В в В 
= | В а " В 
В В В ое а | -1h 


=[а+ (1-2) 6]1(а-В)"“-*. 
НИ, A=D=ziD=[a+ (0-2) В]1(а-В)"-*х:. 将 
En- 1 个 方程 相知 得 f 
4: 


п 
(a+ (п-2) В) E z= (n-1)5 , 
i=2 


将 第 1 个 方程 滋 以 gc+〈?#- 2 ) 5 并 将 上 式 代入 得 
(а+(т-2) В) г. + (n-1)ab=4 (а+(т-2) 82. 
所 以 Ka + (0-2) 8) х;=А (а+(п-2)83) -(n-1)ab . Ж 
A=[a+ (в-2) В10а- В) "х1 
= (9-8) "-{ 4 Са+ (0-2) В) —(n-1)ab b. 
例 4 计算 n 阶 行列 式 


: 5-4 5+1 n 
1 z z бош х х 
1 1 1 
1 8-1 5+1 a 
1 z z er т s. ж 
An(s)= 2 2 2 2 : |, 
° z Š 
з 5-1 5+1 n 
11 х z = х 
п п п n a 


м ”引入 方程 组 ( ЭЖ) 


| Atm h tal Aa tos taqi An == 


| hanta ж-з Адна 


| + тада + Еда toa Aari, 
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则 其 系数 行 列 式 D H — A Vandermonde 行列 式 ， 所 以 


D= TI (21-2). X. 
Igi iç! 
5-1 n 5+1 n-1 
1 zi дт сб 
Ds = 


S-1 n s+1 n-1 | = Аы 
ту e ту Tals | 2, 


5-1 n S+1 п-1 
1 zs. … za Za Za * Tn 


- (5+ 


于 是 As =(-1) Принс "ра, 
但 前 面 的 方程 组 又 可 视 为 ?次 代数 方程 
2Z" A z" l... Aa z - Яд - A= 0 
有 rn 个 根 z zY, ‚л 。 由 根 与 系数 的 关系 得 
ziizit…ziln-J=(-1) 5 СА). 
其 中 求 和 取 遍 ПМ, 2, =, nhn -个 的 所 有 组 合 ， 所 
DA. a = (-1) т TiTi Tica- s) й 


А иа i(n-s) (2-2; э. 


Iiic" 
例 5 计算 x 阶 行列 式 
“ja т т? ... Zia-1 
2 nel 
A= | % ЕА ЕА ө т: А 
а, Та Zn za! 
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和 解 ” 引 入 方程 组 ( 和 为 未 知 数 ) 


Аа Ti As tee 114 зау 


| 
| A +z A tz tA s toe +z ill = ay 


pi Art nås tEn As t + той An = аһ, 


则 其 系数 行列 式 D= [| (1-2). BARA D. 
сіст 
ВЫД = рл, . 
另 一 方面 ， 又 可 以 将 此 方程 组 视 为 ?~ 1 次 多 项 式 
Ра) = Aat" + Anan"? дат А, 
在 点 zi 处 的 值 为 ci， 即 f(zi) = ai (1<i<n)。 由 Lagrange 
Е] 


= > { Сад) (g zi) (Слезы) 


ini 
mT) I Z ((zimzi) o Gei-zi-i) 
(zi-zi ) o (а{-к„)] } 


Е > aig(z) 


(z=-zi)g (zi) 。 


其 中 


g(z)= JI (т-д). 


< aig (:0 ) 
于 是 4=f(0)= 22 —— 


i gig’ (mi) 
n 
п а; П Tj 
11 
=(-1)"-! 
imi 215/62) 。 
А, 
А = (1)! J. (11-2). j-r Tie 
n в; 
111 2:92). 
He 证 明 
A 
=a| A| -2' 4%. 
з! а 


其 中 4 为 一 9" 阶 和 矩阵 ，4" 为 4 的 伴随 矩阵 ，z，2! 都 是 ? 维 列 向 
Е, HWRE. 
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证 明 考虑 关于 未 知 数 А, , а, + › лы 的 线性 方 
程 组 


{ АА =y (1) 
1 zA+ haon =a ` (2) 
其 中 4= (4, А, мы) д.) . 
显然 此 方程 组 的 系数 行列 式 为 
4 Ф 
D= = 141 . 
z! 
A У | 
且 = D... = Он = | Al Ааа (3’) 
z а 


又 由 方程 (2/) 有 ho41 =a 一 2 人 4， 所 以 
14iim=alA41-141z’4 СУ] 
НА" А= | AJE (为 "级 单位 矩阵 )， 且 由 方 程 组 ( 1) 

有 A4=y .所以 
|4{4<'А=х'( | Al 4) 


=x'( | A| (EA) ) 
==(| Al Е)А 
=z'(A*A)4=z'A° С АА) 
=’ А*у . 
从 而 由 《3' ) (VARRE 
A 
за} А|-=” А*у 。 
x 


48 


例 7 证 明 


1 。 如 果 2: 之 ах; (a, = 0i4) 是 正定 二 次 型 ， 
那么 
Ql Giz * Ain У: 
азу Gs * аһ Ys 
Ку, Wa e, у) = 
Gni Әһә “* Gnn Yn 
Y a с уа 0 
是 负 定 二 次 型 。 
2"。 如 果 4 是 正定 矩阵 ， 那 么 | A| <an Pa- i ， 这 里 
Pa-: 是 4 的 8-1 级 的 顺序 主子 式 。 
证 明 1°. A= (ау), у= Су, уз s Уп)”. 
则 由 例 6 知 


(у, узу s у) = = -y' A"y . 


2 


ә 


由 已 知 .4 是 正定 的 ， 所 以 4* ЕН, КЛ Су» Yo s 
yn ) 是 负 定 的 。 

2°. H#J 6 # 

| A | =annP li-z' (401) ) *х (5) 
ЕАО ЖА n-1 级 顺序 主子 阵 ，z = Gins Gsn 


° адып) )’. 
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МАЕ, МАЕ, AT CATO) ЕЯ. 
FE (ATD ° z20, Н GORRA, | Al = 
qnnPn-1， 且 等 号 当 且 仅 当 z= 0 а, ,= 0 CSi <n-1) 
时 成 立 。 


四 .线性 方程 组 的 进一步 讨论 


1 .初等 变 措 是 仅 有 的 同 解 变换 


本 节 将 证 明 初等 变换 是 线性 方程 组 仅 有 的 同 解 变换 一 一 
同 解 定理 。 

定义 1 两 个 线性 方程 组 车 有 相同 的 解 集 ， 则 称 它们 是 
同 解 的 。 | ) 

定义 2 ”线性 方程 组 的 初等 变换 是 指 对 线性 方程 组 施行 
以 下 变换 。 

( 1 ) 换 位 变换 ， 交 换 两 个 方程 的 位 置 ， 

( 2.) 倍 法 变换 ， 用 一 个 非 零 的 数 乘 某 个 方程 8 

( 3 ) 消 法 变换 ， 用 一 个 数 乘 某 个 方程 后 加 到 另 一 个 方 
程 上 去 。 

易 证 | 
定理 1 初等 变换 把 一 个 线性 方程 组 变 为 与 它 同 解 的 方 
程 组 ， 即 初等 变换 是 线性 方程 组 的 间 解 变换 。 

这 个 定理 的 道 是 否 成 立 呢 т 即 若 两 个 线性 方程 组 同 解 ， 
其 中 的 一 个 方程 组 是 否 一 定 可 由 另 一 个 方程 组 经 初等 变换 得 
到 呢 ? 回答 是 肯定 的 ! 下 面 首先 给 出 矩阵 乘积 的 秩 定理 的 一 
个 逆 形 式 ， 并 应 用 它 证 明 线 方程 组 的 同 解 定理 。 

定理 2 ”两 个 矩阵 的 乘积 的 秩 不 大 于 每 一 因子 的 秩 。 特 
别 ， 当 有 一 个 因子 是 可 道 矩 阵 时 ， 乘 积 的 秩 等 于 另 一 因子 的 
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ж. 

上 述 定理 及 其 证 明 ， 一 般 高 代 教材 中 均 有 论述 ， 此 处 不 
再 证 明 。 我 们 考虑 定理 后 一 结论 的 道 ， 设 刀 = 4P， 其 中 4、 
3 都 是 mx п, Pn хп %„ ШЕВ = 4, Ñ 否 断 
ж РИИ ? 回答 是 否定 的 1 例如 ， 令 


1 1 O 1 0 1 
4=( } a-( ) 
0 1 1 `0 1 2 


2 1 4 
„| -1 -3 | 
12 5 


ИВ=АР, В= 2 =ЖА, РЖИ. 
因此 ， 我 们 改变 以 上 的 提问 方式， 设 B=4P， 其 中 
А. Вт x tn 矩阵 ，P 是 nxn 和 矩阵。 如 果 秩 了 = 秩 4， 是 否 
FEREN x nT MERE TE А, 
` B=AT? 
对 此 ， 有 肯定 的 回答 。 以 下 总 假定 广 是 数 BQ F E 的 一 
个 向 量 空间 ， 而 且 把 能 够 表 成 若干 个 第 一 类 初等 矩阵 的 乘积 


Юпи НЕ п ЖЖ. 
引 理 1 Ea, ao +, аз В,, Bas s ВъЄУ, В 
(А, В, Bm) = (a,, а,, y аа) A. 


MRi аз, s cn 线性 无 关 ， 则 
dimL СВ,, В,, y Ba) =#k A. 
证 明 设 秩 4=r， 当 r= 0 时 ， 结 论 是 平 几 的 。 
设 *> 0， 则 存在 n 阶 可 逆 和 矩阵 P 和 m 阶 可 逆 甜 阵 Q8， 使 得 
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L 0 
РАО = ) 
0 0 
7 , , 
Ф (а, се, аа) = (Ca, ayan) Р-*, (By 


r =(8,, s В.) О. WJ 


, М 7 7 
(Bis кы Въ) = (а, г) а.) РАО. 


, ‘ 
= (a, ey о, 0, .... 0) 
п-т 


НР", =, a REER, HONMA 


, , , , 

LlBis Ba ) = ГК Ви, Въ) = L (а, =, а; >». 
таті (Ва, +, Ви) =г=ЖА. 

定理 3 Ha, +з, аш Bi ~, В, ЕТ. ШЖ 

LB, mg В.) SL (е,, °, а). у 
则 存在 * 阶 矩阵 P， 使 得 

(CB, Ва) = Ca, an) P, 
H&kP=n-r+s, XEr=dimL Ca, =, ап)» s=dim 
LB ©, Bn)。 

证 明 显然 0 三 sr<n。 

(1)s=0 

1° r=0, ЖР= Г.В, 

2° т=п, ЖР= о, 


3° 0 之 r<n, 存 在 n 阶 置换 矩阵 P, 使 得 (a,,…,2n)P， 
=(cil，…，Cin)， 
其 中 { а, s а } 是 { a, a, ss а, } 的 一 个 极 大 R 
性 无 关 组 ， 于 是 存在 rx〈 n -r+ ) ЖА, #8 


《一 Gir+ is “9 - аһ) = Со, `... а.) A, 


令 о 4 
Р-Р 1) 


则 (8,，…，pa)= Са,» s an) Р, НЖР=п-г+5 

(2 )5>0 

1° т=п, Я ЖІ is э, В.) ЕІ (а, ~, 
а), 所 以 存在 xz 阶 矩 阵 忆 ， 使 得 《PB,，…， В.) = (2,, 
=, a.) P, 又 因为 a,， “> а, 所 以 由 引 理 1 
得 

秩 P=dimL СВ,, s Ba) =з=п-т+5, 

2° r<n， 存 在 x 阶 置换 矩 阵 P,,P, 使 得 

(а,, с», aa) P, = (ai, +, а), 

СВ., ` Ba) P, = (В, э» Bis)» 
其 中 { as се, Gr) { Bi Ёз: } 分 别 是 { ci， 
= ол}, { 8,，…，p。 } 的 极 大 线性 无 关 组 。 于 是 

L (Pis >» Bi )SL(a, s Qir), 
故 存 在 r 阶 矩阵 4 使 得 

CBiss s Bis) = Caro с, air) А. 
因为 a1,，…， air 线 性 无 关 ， 所 以 由 引 理 1 得 

秩 Ar=dimL (Biss …, Bis) =s. 
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又 因为 Bii~aiis€L(ai,, 9, Qir), karti, n, f 0 
Firx (п-г) 矩阵 了 3 使 得 
(Bi 一 Qirtss ”9 Bin- ain) =(а, +е› Gir) В. 


令 
4 В 
Р=рР,|- ps 
0 I 


WCB, s Ри) = (а, ~, а,)Р, ВЖР=п-ғ+5. 
证 毕 。 | 
因为 一 个 矩阵 4 的 秩 等 于 4 的 列 空间 的 维 数 ， 所 以 定理 

3 有 如 下 的 矩阵 形式 的 表述 
定理 4 设 4、B 都 是 m x nE, mR 
Ci) 存在 xz 矩阵 C， 使 得 B= AG; 

Cii)#kA=r, #kB = s, 

则 存在 nx sn 矩阵， 使 得 B= АР, НЖР=п-ғ+5, | 
推论 、 设 4、B 都 是 m xx 矩阵， 如 果 
(i ) 存 在 n xn 矩阵 C， 使 得 B= АС, 

(ii) 秩 B= 秩 A， 

MEn ФЕВР, (КАВ = АР, 

到 此 ， 我 们 回答 了 前 面 提出 的 问题 。 下 面 讨论 线性 方程 

组 的 同 解 变 换 ， 首 先 有 
引 理 2 ”如 果 A4X=6b 和 C=d 有 相同 的 非 空 解 集 ， 则 

АХ = 0 和 CX = ОЖ. АШСА, Б) = 

(C, а». 

证 明 КУЖАХ=Ь, CX=d 的 一 个 特 解 ，o,、o, 分 

别 是 4X = 0, CX= 0 的 解 空间 。 


тС о,, Шү+л& АХ =Ь И, АШЕАСХ =d 的 
解 ， 故 

Ст=С(у+1) -Съу=а-а=0 
MUo, Son ИЖ, о,со,. MUo, = о, ЖА = KC, 
Ж (A, b) =#k CC, а). 

定理 5 〈 同 解 定理 ) 设 4= CA, b), C= CC, d) 
分 别 是 mx (п+1) = B ñisx (n +18 E, Нз<т, Ж 
А, БА, СУ 广 矩 阵 的 两 个 线性 方程 组 同 解 的 充分 且 必 
要 条 件 是 ， 存 在 一 个 mm 阶 可 逆 矩 阵 忆 使 得 


р Н 
(on T 
0 а-ѕ 


其 中 0m-:s 是 一 个 (m~-s) x (n+ 1 FER, 
证 明 充分 性 设 m 阶 可 逆 甜 阵 P， 使 得 
с 
( )- 2, 
i O m-s 
ЖА, 对 每 一 个 (z, es Za) ЕЕ", 有 


х х, 


=b 1] soora, = 


1 T, 


A 


То 
=1 


Zn -1 


С г, T, т, 
| : | | i Joel : = 
Yan xn 
0 m-s -1 -1 En 


所 以 ， АХ =b 和 CX = d 同 解 。 
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+ 


必要 性 设 A4X=6b 和 CX=d 同 解 ， 则 二 者 都 和 
(2) | 
C J ла 
ЛИТО 
иш. заав “ ]= жб, ил Сип 
С. 


向 量 组 分 别 是 { Qs Озу y Zm ЈА { В,, УУ Rs }› 则 有 
Lla,, МА Qam)=L(a,.…, Amy В,» `... в) 
Са 
= В.В.) =L, Вы 0-0), 
НИЗ, ， 存 在 m 阶 可 逆 矩 阵 了 使 得 
mat 


(B>: 9, Вз» T, mg 0)= (@,, +, аһ) Т, 


ФР=Т-', Рату й N: 阵 ， (© )- РА, 
0 m-s 


2. 利用 给 阵列 初等 变换 解 线性 方程 组 
下 面 介 绍 用 矩阵 列 初等 变换 解 一 般 线性 方程 组 的 方法 ， 
此 法 在 许多 情况 下 应 用 起 来 比较 方便 。 
设 给 出 一 个 - 般 线性 方程 组 
Гат. ta, T, +“ ++ а,ата= 0, 
e osa passa (1) 
| некое ив sso вое еее нь вое өзө өөө ооо ово вв 


tas 12, + amatz +*+ апо. = bm 
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为 方便 ， 将 ( 1 ) 写成 矩阵 形式 
AmnXn, = B..,. C 2) 
首先 证 明 


Aaa Ba 
命题 #жс= f |. ажа» Дн 


п+: 


阵 C 经 过 列 的 初等 变换 等 价 于 如 下 形式 的 矩阵 
Dmr 0, 0, нае 0 a-r Еһ, 
@=| ж; а, а, … anr Е,, | (3) 
| 0. 0 0… 0-1 
其 中 4 ,为 n+ 1 阶 单位 矩阵 , 0iEFm， i= 1 ,…,n 一 ? 均 为 
零 向 量 ，ciEF" i= 1, 2, …， 一 7r， 且 存在 ?+ 1 阶 可 
六 矩阵 已 osl， 使 得 以 下 两 式 成 立 | 


< Чт», Bm, ) P,, = (Dnr, 0, 0, "s Ол-г 
En, ). (4) 


\ 
\ 


жаг а, а, + Cn-r Fa 
| ) (5) 
Or 0 0 0 -1 
鹿 实 上 ， 由 于 秩 A4 为 -， 则 甜 阵 C 等 价 于 和 矩阵 G 是 显然 
的 。 占 于 对 矩阵 C 做 一 次 列 初 等 变换 , jH 34 T XP Ж 
(Anmns Вол МГ НН АН. 经 过 有 限 次 
BERCHI IER, MATECK RRA А 
FERo ЕР. ,就 是 这 些 初 等 矩阵 的 乘积 。 所 以 ( 3 > 
CA). Сб ) 成 立 是 必然 的 。 由 命题 易 推出 
推论 1 线性 方程 组 ( 1 ) 有 解 的 充 要 条 件 是 〈 3 ) 式 
ФЕ, HEER 


58 


事实 上 ， 这 和 «НЕЕ 
矩阵 和 增 广 和 矩阵 有 相同 的 秩 ? 是 一 致 的 。 
推论 2 若 (1 ) 有 解 ， 则 (3 НР ВВ 
一 个 特 解 ， 而 c:，c:，…，cn_-r 就 是 (1 ) 的 一 个 基 导 出 组 的 
础 解 系 。 
事实 上 ， 将 ( 5 ) 式 代入 (4 ) 得 | 
kxr CI G, *" Qn-r Fai š 
0r 0 0 = 0 -1 
= (Dmr Ois 0,, s On-r, 0-1) (6.) 
上 式 两 端 对 照 得 ， 4annai+Bol0=0bi=1，2，… 
п-г, МВ 
Am ai= 0i i= 1, 2, +з, nor (7) 
由 (了 ) 式 可 以 看 出 a,，a,， … ,Qa-r 均 为 ( 1 ) 的 导出 组 
的 解 向 量 。 由 (〈 5 ) 式 又 知 Q1/，Q,，…，Qn-r 线 性 无 关 ， 
ЖИ, а, а, се, cn-* 是 ( 1 ) 的 导出 组 的 一 个 基础 解 系 。 
由 (6 ) 式 又 得 ， 


Fai 
(Amas Bn1) ( 1 )- Ола: (8) 


由 (8 э) —018: Аа. Е..- Ва, = Оль. Й 
АЁ = В (9) 

所 以 ,1 为 ( 1 的 一 个 特 解 。 从 而 线性 方程 组 ( 1 ) 的 通 
解 为 

Ва, +Ё,а, + +ho_ran-r+ ЕЁ, ВЕЕР. 
{= 1 п-г. 

利用 此 方法 求 解 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 可 以 分 三 步 
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进行 。 


Ата Ви, 
s- аншис-( ) 
> n+1 


第 二 步 ” 将 矩阵 C 通 过 Я 的 初等 变换 化 为 ( 3 ) WE 
式 ， 并 且 判 断 有 解 否 ， 若 已 ,为 零 ( 1 ) 有 解 ， 否 则 无 

第 三 步 车 线性 方程 组 ( 1 ) 有 解 ， 则 ( 3 уке 
а, G, се, cn-r 就 是 (1 ) 的 导出 组 的 一 个 基础 解 系 
Fui 就 是 ( 1 ) 的 一 个 特 解 ， 则 ( 1 ) 的 通 解 为 

Ва, +В, а, +++ + kaotan + Fass 
IRh EF, i= 1, 2, +", п-г. 

ті 解 线性 方程 组 


Бту-х,+2х+х,= 了 
М 


2т,+х,+4х;-2хх,= 1 (10) 
я, -З2, - бх.+55.=0 
м RER 
5 -1 2 1 7 
2 1 4 -2 1 
1 -3 -6 5 0 
1 0 0 0 0 
С= 

0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 


对 C 作 列 的 初等 变换 - 


1 0 0 0 о 
-2 -1 8 2 15 
5 2 -16 -24 -35 
T. ,C5)T a (DT, C2)| 0 0 0 1 
Tat STP a |0 1 0 № 
оо 1 
1 1 -2 -5 - 
оо 0 1 
1 0 0 0 05 
0 -1 0 0 
1 2 0 0 - 
Tu(-2)T,:(8)|0 0 0 1 
EACE -2 1 8 12 1 
о 0 1 о 0} 
-1 1 6 
0 0 0 O 
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1 0 0 
0 -1 0 
оо о 
1 ` 2\0 о O 
TG) G) 
0,0-1) 
< E 
3 41 
ГР 7% 
ү ї 2 
l. з 5 0 


此 矩阵 正 是 ( 3 ) 的 形式 ， 但 矩阵 


0 0 
E, = 0 |= O|, 
5 0 


所 以 方程 组 ( 10 ) 无 解 。 
例 2 解 线性 方程 组 


хтү= 2х,+хх—х,+х»5= 1 


1 


ах, +х, - 13+ 21.-З1,=2 

| 3 =, - 2rz,-zs+z,- 2zs=2 
【人 2zri-5zr:,+zs-2zi+2zs=1 
解 设 
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= o о o 


си) 


-2 


3 


0 


0 


Т, «Т, CDT GO) 


对 C 做 列 的 初等 换 变 


С. 


I 


ee== m OO O Om 
1 1 
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7T,:(3)7::(-4)7:4(1) 


一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 


р, (1 т. DD- 1) 


1 о оро оо 
2 1 о о оо 
з о 110 о о 
2 -1 110 00 
SLO ОИЕ К > 

-3 | |3 
Пс Ж 
-1 | A. 

б Oo s [1 o 4 
= 3 | 5 |_3 
к 
о o оо 1 O 


о о oio 01-1 


因为 已 ,为 零 矩 阵 ， 记 以 据 推论 2 ， 线 性 方程 组 (11 》 
ж. 

(11 ) 的 一 个 特 解 为 

В= 3, 3, 1 2° -3, о). 

《11 ) 的 导出 组 的 一 个 基础 解 系 为 

7,= 6-1, -1, 1,2, 0), 
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m= (1, о, о, 5, 1) 


则 线性 方程 组 (11 ) 的 通 解 为 : 
Е.П, +Е,п, +В, k, В, ЕЕ. 
iË Tij《(k)，Di(k)，Pii 均 为 初等 矩阵 且 
АТ (СР) 表示 把 矩阵 4 的 第 ; 列 元 素 乘 以 & 后 加 到 第 j 列 
上 去 。 
‚ АРС k ) 表示 把 矩阵 4 的 第 i 列 元 素 乘 以 &( 夺 0). 
APij 表 示 把 4 的 第 i 列 元 素 与 第 7 列 元 素 对 调 。 
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五 、 线 性 方程 组 解 的 结构 定理 
及 其 应 用 
1 ， 齐 次 线性 方程 组 的 结构 定理 的 应 用 
对 数 域 P 上 的 线性 方程 组 | 


{а,,л, +4,,2, + + @ In За, 1+, 


G,,Z,+a,,Z,+* +ayZa = ап: (1) 


= + бщ,2, + *** +GmaZa = Gm,n+1 
的 导出 齐 次 方程 组 
(a121 tag, + назга = 0 


азай + @,,®, ++ ах = 0 (2) 


7 121+91,2, +*+ ааа = 0 
的 解 有 结构 定理 
定理 1 数 域 上 的 一 个 n 个 未 知 量 的 齐 次 线性 方程 组 
(2) 的 所 有 解 作成 F" 的 一 个 子 空间 ， 称 为 这 个 齐 次 线性 方程 
组 的 解 空间 。 如 果 所 给 的 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 r, 则 解 空 间 
的 维 数 等 于 - r， 解 空间 的 一 组 基 叫 做 这 个 齐 次 线性 方程 
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组 的 一 个 基础 解 系 。 

这 里 把 定理 1 应 用 到 线性 方程 组 ( 1 ) 的 解 的 问题 上 ， 
即 把 ( 1 ) 的 解 的 问题 归结 到 它 的 增 广 齐 次 线性 方程 组 有 限 
制 的 解 的 问题 ， 对 ( 1 ) 给 出 一 个 与 定理 1 相应 的 命题 1， 并 
给 出 这 个 命题 的 一 个 应 用 。 


定义 1 对 线性 方程 组 ( 1)， 称 


{GurT1t ars + tanta taat 0 
азір +а,,х, + +asnnZta,nsazZea = 0 (3) 
(assi tarat, + + Опа + am, +1:7а+: = 0 


为 (1 ) 的 增 广 齐 次 方程 组 。 

ЖХ2 增 广 齐 次 方程 组 (3 ET = — 工 的 限制 下 的 
解 是 指 F"*! 中 的 元 Kle C, % Cm ~ 1), 其 中 VciE 
FG=1, 2,+з,п), (сү, с, ` cn 一 1 ) 是 满足 方 
程 组 ( 3 ) 的 解 。 

定义 3 ” 增 广 齐 次 方程 组 ( 3 ) Eran = ~ 1 的 限制 下 
的 解 的 极 大 线性 无 关 组 ， 称 它 为 增 广 齐 次 方程 组 (3 ) 在 zo， 
=- 1 的 限制 下 的 极 大 解 组 。 

命题 1 在 线性 方程 组 ( 1 ) 有 解 的 条 件 下 ， 增 广 齐 次 
方程 组 (3 ) 在 zu+1= - 工 的 限制 下 的 极 大 解 组 的 个 数 为 
?+ 1 ~r， 其 中 + 为 线性 方程 组 ( 1 ) 的 系数 矩阵 的 秩 。 

证 明 因为 (1) 有 解 ， 则 《1) 的 增 广 矩阵 与 系数 E 
阵 的 秩 相 等 。 而 ( 1 ) 的 系数 矩阵 的 秩 为 "， 所 以 ( 1 ) 的 增 
广 和 矩阵 的 秩 也 为 "， 不 妨 设 系数 矩阵 的 前 7 行 是 其 行 向 量 的 一 
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个 极 大 线性 无 关 组 ， 此 时 ， 增 广 和 矩阵 的 前 rf 行 也 是 其 行 向 
量 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 。 于 是 增 广 齐 次 线 方程 组 ( 3 ) 与 
下 面 的 方程 组 ( 3 ) 辐 解 
(ах, +аџ 38, ttar Та + ац,п+1®п+ = 0 
GsiZita,,Z, Ttanrnta,,ntiTnt1 = 0 


Wennosenortorttrt ное ооа ооо ова оо ово онова ене тон оноон 


(3) 
Gi ауз Gin、 
此 时 а; а,, а 与 
А = 
ии оное ни вне сонно 
Gri аг Grn 


ац U Gin @бү,п+, 
Ga ° Gan аз, гаф 


Gry * Grn Gr,n+1 


的 秩 都 是 r， 不 妨 设 .4 的 前 r 列 是 列 向 量 的 一 个 极 大 线性 无 关 
组 ， 则 4/ 的 前 r 列 也 是 4/ 的 列 向 量 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 。 
此 时 ， 
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D=| әзе |40 


增 广 齐 次 方程 组 ( 3 ) 可 以 写 为 


[ ааа: + ааа, +5 + ац 


= —Gi,r+iZr+í ° 7 Gi,n+1Zn+1 
| QaiT1 + 03323 + "+ Garir 


= 一 grrlZr+l 一 … 一 Gyntiznotl (4) 


eeoseooeseoossesesesseeseeossssoososeseeeseeey 


ат: + Gr272 十 … 十 GrnTr 


= = @г,г+1Ўг+1 7 °° 7 @г, 1+1 1+1 


ЕЯ] rn, 

@ 当 r=a 时 ， 取 zy:= – 1， 则 由 Cramer 法 则 可 Я, 
对 每 个 ri(i= 1, 2, "° n) 都 有 唯一 的 解 C i= 1, 
2, =, п). Жр О 第 i 列 换 成 (1 ) 的 常数 项 


C aisneis бшп+1э … Grini )”. ИВ 增 广 齐 次 方程 组 
(《 3) 在 zo+1= 一 1 的 限制 下 有 唯一 的 解 : 


р, р, D, ) 
LD D po 71). 


而 ?是 非 零 的 ， 从 而 7 为 增 广 齐 次 方程 组 (3 Eti 
= ~ 1 的 限制 下 的 极 大 解 组， 而 此 时 (n+ 1 ) —-r=n+1 
-n= 1， 此 时 命题 1 成 立 。 
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加 当 r<n 时 ， 把 自由 未 知 量 在 zn+1 = - 1 的 限制 下 的 
任意 给 定 的 一 组 值 eris Cras s Cos -1), RAW 
广 齐 次 方程 组 ( 3 ) ， 由 Cramer 法 则 就 可 以 唯一 地 决定 了 
с 4) 的 一 组 解 。 

在 方程 组 ( 4 ) 分别 用 (n+ 1 )-r 维 数组 (1，0， 
МАГ] 0， -1 „э, (0， 1， ыш; 0, -1 >, МГ (0， 
0，… 1, -1 ) 来 代替 自由 未 知 量 (х1, хь, eo 
Zn+1 ) ， 就 得 出 (4 ) 的 (n+ 1 ) -г 个 解 


Í n= C Cris Саз» s C1rs1,0, *",›0, —1) 


1n-r=(ca-rily…s Ca-rsrs 0, 0, 0, s 1, ~ 1) 
Narri = C Са-г+1,1ә”''эбп-г+1›г›0,›0,**+›0,—1) 
现在 证 明 ( 5 ) 是 增 广 齐 次 方程 组 ( 3 ) 在 zn+i= 1 


的 限制 下 的 极 大 解 组 。 
Ci) 首先 证 明 ; Nis 12 5 Па-гь 7n-r+i 是 线性 无 关 


的 。 


вата + Вос То-то = 0 | 
п+1-г 
ЛО, k Ri Ra 59-го агат» ~ > k.) = 0 
= 


Aki = = = Р-н = 0. 
Gi) 再 证 ( 3 )3Ezaa = - 1 的 限制 下 的 任 一 解 都 可 
И ть, 72у "` Nn-rs Ї]п-т+1 线性 表示 。 
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设 m= (cis Css *"› Cry бг+у,бг+зу 90Cn9 = 13 
(6) 
是 (3 ) Eta: = ~ 1 的 限制 下 的 任意 解 ， 观察 线性 组 合 ， 


cryl Ni + база] + + СаЙа-г- С Dei- 1)7 а+1-г 


11 
(7) 
比较 (6 ) 、( 7 ) 可 知 最 后 (n+ 1 -r) 个 分 量 有 相 同 的 
值 ,由 Cramer 法 则 有 n 
N= ог» 十 Cr+272 十 … 十 Cno71a-r 一 ( > Ci —1)Лщ+1-г» 
41-141 


-$ ас), Cii) 可 1, 17а, sNn-rs Пана 
实 是 增 广 齐 次 方程 组 ( 3 ) 在 za+1= -~ 1 BJ B| 下 的 极 大 解 
组 ， 此 时 命题 1 成立。 

WHE! 
下 面 给 出 命题 1 的 一 个 应 用 。 
命题 2 ” 设 线 性 方程 组 


(аз, + + aina =, аз: 


G21, +‘ + азд = аз, n41 


及 


биту Ту Feee + amtisnTn = @т+уэп+1 е9) 
Фа = Са, °° Gins Gisn+1 ), i= 1,2,…,m+ 1, 如 
ЖСП ) 的 解 都 是 ( 工 ) 的 解 ， Wan УИ На,» с, е, 


71 


an 线性 表示 。 

证 明 RCI) 的 系数 矩阵 的 秩 r， 下 面 方程 组 ( 夏 ) 的 
系数 矩阵 的 秩 为 RR。 

因 (〈 工 ) 的 所 有 解 都 是 ( I) 的 解 ， 所 以 


[азі +5 Жазз, = alynyl 


机 CI) 
| GmiT1 + °° + апп Zn = @туп+1 
биту: + *** dam+1snZa = Gm+1n+i 


УСТ, ЖЕСІ). (DHR FRIE A E 
z=- 1 的 限制 下 是 同 解 的 ， 邑 它们 的 极 大 解 组 所 含 的 向 
量 个 数 是 相等 的 。 

由 命题 1 有, n+ 1 -+r=n+ 1 ~R。 雇 以 r=R。 由 此 
推 得 em4 :可 由 al，ax，…，anm 线 性 表示 。 


2. 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 定理 


在 上 节 中 ， 得 出 “ 非 齐 次 线性 方程 组 的 增 广 齐 次 方程 组 
在 z +1= - 1 的 限制 下 的 极 大 解 组 中 所 含 解 向 量 的 个 数 为 
n+ 1 -7( 其 中 mr 分 别 为 非 齐 次 线性 组 的 未 知 量 的 个 数 和 
系数 答 阵 的 秩 ) ”的 结论 。 

下 面 ， 我 们 首先 给 出 非 齐 次 线性 方程 组 解 集合 的 重要 性 
质 ， 然 后 引出 非 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 的 概念 ， 从 而 得 
到 关于 非 齐 次 线性 方程 组 的 与 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 定 
理 相 应 的 结果 。 

设 数 域 六 上 的 非 齐 次 线性 方程 组 
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Ў a=b bi 不 全 为 0， i= 1, (1) 
Кы! 

的 导出 齐 次 线性 方程 组 为 
Bo 2-0, eh qa (2) 


定理 1 设 y:，?:，…，?: 是 非 齐 次 线性 方程 组 (1 ) 
НУЛЯ, Uis из, сз, ВОЕН Ж, ДАН в 


Хил C 1) ПАРЕ Qasi. 
证 明 先 证 明 充分 性 . НХ а= 148 a= 1- 

t t t t 

Уи, ДШ) урь = uyi + 2ш = (1- Ушу, + 

k=2 k=1 k=2 k=2 


Хит + абм), Ну, (k= 1, 2, = 
tf) 是 (17) 的 ! 个 解 ， 故 mr-yCR=2，3，…+ ) 是 
《2 ) 的 1 一 1 个 解 ， 从 而 X) асат) 是 (2 ) 的 一 
个 解 ， 于 是 

Pit 2 аба), m 2 шүк 是 (1) 的 解 。 


再 证 必要 性 。 设 Pe= (crl，crz，…，cra)，R= 1, 
2，…， t, W 
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t t t t Š 
È ur z UrCriy 名 MtCr2y ***, > uoa), 
сї”) 


且 由 yeCR= 1, 2, =, +t) 是 ( 1 ) 的 解 ， 可 知 


> азбы =b, k=l, 2, +", š (2) 
1-1 


将 C1) 代入 (1 ) 的 第 i 个 方程 的 
ZW = а > ШС + аз > цс, ++ а щен 
К-1 -1 ki 


n n n 
=u, Жаса, +u, Жао», ++ + а ус‹ 
1-1 1-1 1-1 


册 (2/ 


` 


ubi + изб: +. + utbs 
t А 
=н u (i=l, 2, с, 5). 


О Е 
b Я m=bp i=l, 2, =, s, (3% 
k-i 
但 ( 1 ) 是 非 齐 次 的 ，bi (i= 1 ,2 ，…，s) 中 至 少 有 一 个 不 
为 0， 故 由 ( 3 人) 立即 得 到 2 ш=1. 
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定理 2 ” 设 ”: 是 非 齐 次 线性 方程 组 ( 1 ) 的 一 个 解 ， 7iy 
зэ “9 Wn-r 是 (1 ) 的 导出 组 (2 ) 的 一 个 基础 解 系 (> 为 (17 
BJ ЖЖ ЕЕ 的 秩 ); 而 pl，y2:= Tit+yiyys=72+?1…3 
Y 1-11 = 1-47; 是 mn 一 r+ 1 个 4 维 向 量 构 成 的 向 量 组 (将 
KARABE) Д | 

1° #* 是 (1 ) 的 x 一 r+ 1 个 解 向 量 ， 

2° «ЖЕН, 

8° (1) КНЕУ ЖАВ. 

关于 定理 2 КЛЕН, SEATER 高 等 代数 习题 解 
上 册 第 436 题 ， 此 处 不 再 给 出 证 明 。 

由 此 便 有 

定义 1 将 定理 2 中 的 n 维 向 量 组 * 称 为 非 齐 次 线性 方程 
组 (1 ) 的 一 个 基础 解 系 。 

为 便于 表述 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 ， 我 们 再 给 出 次 
子 空间 的 概念 。 

定义 (2 ) 设 奢 是 数 域 尺 上 线性 空间 矿 的 一 个 非 空子 集 ， 
ЖЕ@,,аз›'› Є W, RAEE EF, 1848 对 Ри, из, "Um 


EF, RE È msa, 就 有 2) ЕЙ ЖИМ — 


个 次 子 空 间 ， 称 数 o 为 次 子 空间 环 的 次 数 。 


由 定义 2 易 见 ， 次 数 可 为 正中 任意 数 的 次 子 空间 就 是 通 
常 意义 下 的 子 空间 ， 也 就 是 说 ， 次 子 空间 是 通常 意义 下 的 子 
空间 梳 念 的 推广 。 
和 在 通常 意义 下 的 子 空间 中 类 似 ， 在 次 子 空间 中 也 可 引 
入 维 数 与 基 的 概念 ， 这 里 无 需 重 述 。 有 了 定义 1 和 定义 2， 
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再 将 定理 1 和 定理 2 合 在 一 起 ， 便 有 

定理 3 ” 设 数 域 尺 上 非 齐 次 线性 方程 组 (1) 的 未 知 量 
个 数 是 z， 其 系数 矩阵 秩 为 ">， 如 果 ( 1 ) 有 解 。 则 

1"(〈1 ) 有 基础 解 系 ， 并 且 基 础 解 系 中 所 含 解 向 量 的 
个 数 恰 等 于 -rr+ 1; 

2° (1 ) 的 解 集 合作 成 严 " 的 一 个 次 数 为 1 的 8-r+1 
维 的 次 子 空间 ，( 1 ) 的 基础 解 系 就 是 该 次 子 空间 的 基底 。 

定理 3 就 是 非 齐 次 线性 方程 组 的 与 齐 次 线性 方程 组 的 解 
的 结构 定理 相应 的 结果 ， 故 可 将 它 称 为 非 齐 次 线性 方程 组 的 
解 的 结构 定理 。 


3 .线性 非 齐 次 微分 方程 组 解 的 结构 定理 


如 果 将 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 结构 思想 应 用 到 线性 非 
齐 次 微分 方程 组 上 ， 可 得 到 线性 非 齐 次 微分 方程 组 的 与 线性 
齐 次 微分 方程 组 的 相应 的 解 结构 定理 。 同 时 可 以 看 到 高 阶 线 
性 非 齐 次 微分 方程 与 高 阶 线性 齐 次 微分 方程 也 有 解 结构 之 相 
应 结果 。 

设 线性 齐 次 微分 方程 组 为 


Wis $ аш+Л, 9-1, 2，… в), (1) 


其 导出 线性 齐 次 微分 方程 组 是 
4ш = > ау (i= 1, 2, ***, п), (2) 
Жа, fi (1, j=l, 2, +, п) 都 是 z 的 已 知 连续 K 


数 。 
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定理 1 设 Y,, 了 ,,…, 了 ,是 线性 齐 次 微 分 方程 组 
(1 ) 的 s 个 解 ， а, 05у +-*, а; ЕЕ (ЕЯ 数 域 ) ， д) 线 


性 组 合 È У.и СНЕ а. 


证 明 HÈ asl 得 as =1- ©) ou 从 而 有 


5-1 л -1 
aY, = 2, aY, +а- а) У; = Ë a (У-У) 


1 =1 


эт 
' 


+Y, h FY, (&=1, 2, =, s) 是 (1) 的 s 个 解 ， 
所 bl Y, - Y. (k= 1, 2, `° 5-1) Ж (1) 的 导出 


组 (2) 的 s- 1 个 解 , 从 而 За (Ys~- 了 是 (2) 


S= s 
的 一 个 解 ， 故 器 cx(7t-Y,) +Y, № ау, 是 (1) 


的 解 。 
Yir 


Yir 
反之 ， 设 Ye=| |, k=1, =, зу 
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S 
Daryn 
kai 


У, 

у s > | 
у= | =R a= | НР" anaye) 

Yn 


laya 
的 解 。 将 了 代入 (1 ) 得 
Я уз = р> | $ аъ J +f; 


i=1, 2, =, n, Вр 


s n 
Rà awas bal À ай Jeto i=1,2,=,n, 


(3) 
由 于 YL.(k= 1 ,2 ,…,s) 是 方程 组 ( 1 ) 的 解 ,所 以 


n 
уь = > ау tfi i= l," n, h=1; 2," 8 
代入 (3 ) 式 得 


3 “($ auvit fi] = > а [Dana |+ л, | 


k=1 


化 简 得 
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fi=fi lao Ч=1, 2, ну) (4) 


k=1 


由 于 方程 组 ( 1 ) 是 非 齐 次 的 , Fi 不 全 为 零 , 所 以 由 (4 ) 式 即 得 


> у=], 
к= 
定理 2 设 了 :是 线性 非 齐 次 微分 方程 组 (1) 的 一 个 


解 ， 立 ,， 了 :，…， 了 ,是 (1 ) 的 导出 组 (2 ) 的 一 个 基本 解 
组 ， 则 向 量 函数 组 
Yi, Y= F +Y, У, = У +Y, Y, i= Y, +Y, 
(5) 
是 组 ( 1) 的 n+ 1 个 线性 无 关 的 解 向 量 ， 且 组 ( 1》 的 任意 


一 个 解 了 都 可 由 《5 ) 线性 表 出 。 
证 明 向 量 组 (5) 是 方程 组 (1 》 的 解 是 显然 的 。 


n+l 


由 зг 0,4, а,, y ан EF, а, У, + а, (7, + 
k=? | 
У, tas (Ў, + У) + tan (Fak) РЖ 
n+l Es ы 
(а; + У а) Yis- F, + о, ›. (6) 


к= 2 
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n+1 
жа + > ок 0, W 
k=2 


Y,= 二 + ана ), 


а; + > 9 
&-2 


即 六 :可 由 导出 组 (2 ) 的 基本 解 组 线性 表示 ， 了 是 导 出 组 

C 2 ) 的 一 个 解 ,又 因 方 程 组 ( 1 ) 是 非 齐 次 的 ，f ;不 全 为 零 ， 
n+l 

而 已 知 了 是 (1 ) 的 一 个 解 ， 矛 盾 。 于 是 ci + Уак=0, 从 


kes 


而 aY, +, Г, + tara Y = 0.H+Y;,, Y, =, У. E 
( 2 ) 的 一 个 基本 解 组 ， 所 以 c: = …=antl=0， 继 而 ci= 
0， 所 以 了 Ү,, 799 了 41 线性 无 关 。 

设 Y 是 方程 组 ( 1 ) 的 任 一 解 ， 则 了 ~- 了 ,是 导出 组 ( 2 ) 
的 一 个 解 ， 则 存在 数 a1， аз," а € F, #8 


У-У,= > а Ў,, Bl У=У, + >Ə a| (Y. - Y ) = 
k=1 k=1 


| 1- >= р > aY, Фс = 1 > а» 
k=1 к-1 


к= 1 


` r+ 
crxl= aty k=1, 2, =, n, 所 以 有 了 三 > aY.. 
&=£ 
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推论 1 线性 非 齐 次 微分 方程 组 ( 1 ) 一 定 存在 n+ 1 
个 线性 无 关 解 。 

证 明 H Tap fici, j= 1, 2, +, n) 都 是 x 的 已 
知 连续 函数 ， 所 以 方程 组 ( 1 ) 的 初始 问题 满足 解 的 存在 唯 
一 性 定理 ， 且 其 导出 齐 次 微分 方程 组 ( 2 ) 一 定 存 在 % 个 线 
性 无 关 解 。 从 而 利用 定理 2 即 得 结论 。 | 

定理 2′ ШҮ, У,, e, У. СІ) 的 任意 
nt 1 个 线性 无 关 解 ， 则 ( 1 ) 的 任何 解 了 恒 可 由 该 线性 无 关 
组 线性 表 出 。 


证 明 &7,-У,- Ү,,Ў,= Y,- Yie, n= Yasi- У,, 
МҮ, Ӯ, Y. СІ) 的 导出 线性 齐 次 微分 方程 组 ( 2 ) 


的 ?个 解 ， 由 > а, = 0, BJ > a,(Y,,,- Y,)= 0 , 亦 
. kl 


к-1 


в > ак pian Hee +a,Y,a=0, WY Yap, Yny 
Ti 
线性 无 关 ， 于 Жо =az=…=caa= 0, ЖҮ, 了 :，…, 了 ,是 导 
H H Ç 2 ) 的 一 个 基本 解 组 ， 再 由 定 理 2 易 得 定理 2 的 结 
论 。 f 

推论 2 线性 非 齐 次 微分 方程 组 ( 1 ) 的 线性 无 关 解 的 
个 数 不 多 于 n+ 工 个 。 

证 明 设 了 ， Y an 1 ) 的 任 an+ 2 Ам, ЖҮ, 
Yay, Yon REMA, WY, з Үр, У, +» 也 线性 相关 ， 
У, 了 :，…， 了 n+i 线 性 无 关 , 则 由 定理 2 ' 知 ,存在 ciyaa， 
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"э an ЄЕ, Y nsa Y ta У +++ Нав ns BI 
aY += +азњУ зн Yan 0 ,由 Fais аз» y Qntis 
一 1 不 全 为 零 ， ЖҮ, Ү,, у Үз, 了 ,1: 线 性 相关 。 
定义 1 线性 非 齐 次 微分 育 程 组 ( В+ 1 4 Ж 
性 无 关 的 解 称 为 ( 1 ) 的 一 个 基本 解 组 。 
定义 2 ” 设 玉 是 数 域 上 线性 空间 六 的 一 个 非 空 子 集 ， 
车 对 任意 的 TN1，7:，*…，7mEW， Ж # ЕР, B % T 


а а» “5 аһЄЕ, АЖ У) а-а У) an €W, 
k=l k=l 

则 称 于 为 性 的 一 个 次 子 空间 ， 称 因为 次 子 空间 丈 的 次 数 。 

由 上 述 定义 及 定理 我 们 有 

定理 3 ” 设 数 域 上 线性 非 齐 次 微分 方程 组 ( 1 ) 的 未 知 
函数 的 个 数 为 z 则 。 

1° 组 (1 ) 有 基本 解 组 且 基 本 解 组 中 所 含 解 向 量 的 
个 数 等 于 n+ 1. 

2° 组 ( 1 ) 的 解 集合 作成 数 域 P 上 一 个 次 数 为 1 的 
n+ 1 维 次 子 空间 。 

用 上 述 方法 可 得 高 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 组 解 的 结构 定 
理 ， 这 里 从 略 。 
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六 、 分 块 矩 阵 的 几 个 应 用 
1. A ARREN НЕВЕ 


关于 矩阵 秩 的 性 质 的 证 明 ， 有 各 种 各 样 的 方法 ， 如 用 向 
量 组 的 极 大 无 关 组 证 明 ， 联 系 到 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 
进行 证 明 ， 用 矩阵 的 初等 变换 证 明 ， 等 等 。 这 里 充分 利用 分 
HEPERI E REER 一 Ж 性 质 ， 这 种 方法 虽 带 有 一 定 技 
巧 ， 但 并 不 难 想 ， 特 别 是 ， 这 种 方法 与 其 他 方法 相 比 ， 一 般 
来 说 ， 不 仅 证 明 本 身 显 得 非常 简洁 ， 而 且 方法 也 很 统一 ， 基 
有 较 大 的 优越 性 。 

下 面 约定 4 秩 表 示 伟 阵 A 的 秩 ，E 表 示 n 阶 单位 方 W, 
.表示 s 阶 单位 方 阵 。 

先 把 后 面 要 用 到 的 简单 而 基本 的 事实 ， 作 为 四 个 引 理 写 
在 下 面 。 

引 理 1 挎 阵 乘积 的 秩 不 大 于 每 个 因子 的 秋 ， 两 个 矩阵 
中 有 一 个 是 可 道 挎 阵 时 ， 它 们 乘积 的 秩 等 于 另 一 因子 的 
秩 。 


А 0 
引 理 2 aeaa [ №. 


引 理 3 ү | 0 C 
$ Far Ў Jæ 特别 有 
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Е -4\ (48 С 
事实 上 ， anti . J | J 
0 E 


B С 
-| б } 再 利用 引 理 1 即 得 上 述 结果 。 


引 理 4 ”在 一 个 分 块 矩 阵 中 ， 若 把 每 个 块 看 成 一 个 元 
素 ， 则 进行 通常 的 初等 变换 仍 不 改变 矩阵 的 秩 。 


A B 
例如 ， 对 0 5) HR FR- 1 加 到 第 一 行 便 


0 
J ,从 而 有 
В 


. (A В А 0 
人 кее. 


0 В 0 
定理 1 设 4、B 都 是 m xx 和 矩阵 ， 则 
(A+B ) 秩 三 4 秩 +B 秩 。 
证 明 因为 
K в ү [е є| 
0 В! SE 0 В 02. 


于 是 由 引 理 2、1 及 4， 得 
84 


A B 
<| p BAR +В. 


BICA + ВВ < А + ВТБ, 
定理 2 BA, В Ётхт bk, М 
Afk- 8 秋生 (4- 卫 ) 秩 。 
证 明 据 定理 1 ， 
Afk= (С А-В) + В) Ж 
三 (A-B) 秩 +B 秩 。 
从 而 得 4 秩 - ВС (А-В. 
定理 3 ” 设 4 是 m xn 矩阵 ，B 是 nx s 和 矩阵 ， 且 4B= 0, 
则 NÓ 
АЖ + B 秩 过 n。 
证 明 由 于 4B= 0， 故 有 


В m (8 P) В °) 
E 0/50 о) Е B 
于 是 由 引 理 2、1 及 4 得 
4 0 
девиз | в 
Е 


ЖТТ АВ + Вп, 
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定理 4 ВАМ, НА? =E, 则 
(АЕ) Ж+ (А-Е)жЖа=я. 

证 明 由 于 A4*=E,， С(А+Е) CA- E) = 0。 故 由 定 
理 3 得 

(С А+Е)Ж+ (4-Е) #=<n. 
另 方面 由 定理 1 又 得 

n=(24) 秩 = ССА+Еу+СА-ЕууЖ. 

< (А+Е>Ж+ (A-E) 秩 。 

从 而 有 (A+E) 秩 + C A- Е) = п, 

定理 5 BAHANA AE, HA = A, WJ 

А+ (4-Е) = 1 

证 明 由 于 4*=A, 故 4(4A4-E)=0， 从 而 由 定理 
3 得 

А+ (A-E) #k<n. 
HAm, HT (0 A-E ж= (Е- 4) ж, ШЕШ 1 X 
得 

п=Е® = [4+( 瑟 -4)] # 

<А + СЕ-А) k= Afk+ CA- E y f , 

从 而 得 4 秩 + ( A- Е) fk =n, 

定理 6 ( Syivester 定 律 ) ” 设 4 是 mx пн BE, ВЕ 
nxs, W 

САВ) > Аж +В п, 

证 明 因为 

(4 gn е | °) 

Е 0 0 -Е./ ‘Е В 
于 是 由 引 理 2、1 及 3 得 
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A 0 
Afk +В < ( | 
Е В 


4 АВ* 0 АВ 
4. Ж 2) 
Е 0 Е 0 
= (АВУЖ+Е = CAB) fk+n, 
МЕН САВ) #2 АВ + B#k— n, 
ЖЕ Т (С Frobenius 不 等 式 ) RA, ВЕСИ 是 m x 
п, ПХ5, ХИН, WW 
CABC ) > (AB) #k + (ВС) ik- В. 
证 明 因为 


和) а c) |. 0 
B 0/ (0 -EJ (в вс} 
于 是 由 引 理 2 、1 及 3 得 
АВ 0 
CAB) %+ (BC) 秩 <| ; | 


BC 
АВ АВС 
‚ДЫ 
| 0 ABC 
Р 


= (АВС) +В. 
从 而 得 ( AB) # + CBC) #— B< ( АВС) %. 
定理 8 ” 设 4、B 都 是 xz 阶 方 阵 ， 则 
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《AB~E) 秩 和 (A-E) 秩 + (В-Е) #, 
证 明 因为 


Б е “u з), 


0 В-Е/ Е в-Е 0 
于 是 由 引 理 1 及 4 得 
АВ-Е 0 
B-D <| J 
B-E 0 
е = 
= 
0 B-E 


= (4- 已 ) 秩 + (В-Е>Ж, 
从 而 有 ( AB- E) < (A-E) + (B-E) ik. 
ето BA ВИ, М 


( AB+ A+B)#k< Ak + В, 
证 明 因为 f 
н | ү | /АВ+А+В 0 、 
о B \Е 0 т J. 
于 是 由 引 理 1 及 4 得 
AB+A+B 0、 
(ABs A+B S| к 
В 0 
(A В, 
=; в A+ Bbk. 


АВ ( AB+A+B) Кие. 
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2 用 四 АНБ фа НЯ 式 的 值 


这 里 主要 是 利用 如 下 两 个 关于 分 块 矩 阵 的 行列 式 的 结 
论 ， 来 求 部 分 zx 阶 行列 式 的 值 。 

命题 1 84. В. С. р И, Ж | A| = 
0, ЖНАС=СА, М | 


А B 
| z |- I4D- CB| 。 
证 明 利用 分 块 矩阵 的 乘法 有 
(Е °) Ы a a 
-с4 Е) c р) \o Е 
А 0 
-| р- СА-1В/. 
两 边 取 行列 式 ， 由 于 


一 4-1B 
=1, 


a 

再 注意 到 4C= C4 WA 
0 

| с D - 0 D-CA-1!B | 


=|Al ID-CA-'B| 
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= | AD-ACA-'B | 
= | АВ-СВ| 


将 命题 1 推广 可 得 
命题 2 设 


A В 
-| | 
C D 
ЕЛИ, НА, В, С, DA 别 是 r Xr,， rx 
(n-r),(n—-r) Xr, (п-г)х (п-н) ИН, М 
Сә АЙ, [Рр =] 4]. ID-CA-'B| 5; 
〈《2 ) 车门 可 闻 ，I1P |= 1D1 - | A-BD-:C]. 
命题 2 的 证 明 方法 与 命题 1 类 似 ， 此 略 。 


例 1 计算 
ee 1 1 1 
1 в, 0 --- 0 " 
ai 0, 
ЇР | = 1 0 a, ы П 
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1 
м 令 4= Cao),B=(1,1,"1),C=| ， 


1 
а 
в: i 
D= 、 рар П о раза 
an кү 
ас 
аз! 
-1= 
р Ме . 
Gn 
.1P1=1D1I。14-BD-IC1 = 
аі) 1 
п as"! 1 
[| @=-‹1›,1, ‚1) ` : 
ax"! 1 


n 
=a," Gn) Go 一 > а! 
` 


例 2 计算 
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IP | = 
解 + 
: орон ни ео ооо ооо ов ов вое Фев вов езе жек ово ав вое 

0 

0 

| 0 
В= Н 

-1 


C= (а, алла, *, а), D= Ca,+z), 


那么 141 =2"-:, 
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L 1 1 
т х? 20-1 
1 1 
Е z 
1 , 
0 0 = 
所 以 


IPlI=141.1D-C4°'8| 


z” ==" (а, +) (еа + 全- ) | 
=g" + ауд! + a,r"? tetant + аа . 


ИЗ 计算 2% 阶 行列 式 


a 0 0 0 0 b 
0 a 0O 0 b 0 
ооа b 0 
IP|= 
0 b .a 0 
b 0 ~» a 
0 0 0 a 
解 令 
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а b 


= ~ a Z 


a-b*a"1 
20-1 
а-Ь%а 
= а" b 
a=b?a-! 


=a (a-bta-l) "= (а*-6?)°, 


可 以 看 出 ， 在 使 用 命题 2 计算 4 阶 行列 式 时 ， 关 键 在 于 
A 与 DD 的 选择 .这 需要 在 计算 时 灵活 掌握 。 对 有 些 行列 式 的 
计算 ， 命 题 2 的 两 个 结论 交替 使 用 比较 方便 ， 必 要 时 可 
对 题目 所 给 的 行列 式 适 当 变 形 ， 则 .4 与 D 的 选择 更 加 明 
显 。 


例 4 计算 
1 +a, 1 1 ·~ 1 
1 lta, 1 … 1 
| P| = š 
| 1 L 4 1—+a, 


解 ##A=C1), B= (1, 1, =, 1), 


-1 в: 
-1 а: 
C= ‚ ‚ Юе RS , 
ал 
一 了 
则 由 
aj -15 
Е а =l 
LE г р а аааз) 


可 知 上 P| 


Ш 


141。1D-C4-:B1 


ID] ` | 4-BD`'C | 


= а; а» an 


Fack Т 


1-1 
1 +a, a аз 
а 1 +а, аз 
.... 
a, а, аз ... 


+ 1). 


[Р | = ` =. . P 


Cais Go +, аъ) 


到 4=(1 )， 

-1 
-1 

С= В › B= (as Ga); 
-1 
1 

1 
D= w l 


1 


仿 例 4 即 可 得 出 结果 ，|P1 =1+ а. 


i=1 
例 6 设 
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ац s Gin 


IDI =] ` хо 
Gni Gnn 
证 明 
Gyi +2: +105 9 б +1 
аз +7: аз +1. + Gin 十 Zn 
ГРИБ. аналага 


ал+ Gutt, * Gan 二 Za 


101+ X 2 У Ai. 


i=1 i=1 


其 中 4 为 | D | 中 元 素 oii 在 | D | 中 的 代数 余 式 子 ， 
证 令 4=(1),D=(aij)， 


B= (zy Z, `” т), 
-1 
= 


-1 
则 由 
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21 а: аз. 
[Р | = 
аһ апу Gnn 
- 1 \ 
-1 
ig ү C Ligtas Tn ) 
=] 


知 |1P1=141，1D-C4-:81 。 从 而 


|P |= |DI «| A-BD- C| 


1 

=|D| ° 1+ (miza se, En) D! 
1 
1 

D* 

= 1р | . 1 +(mi, Zalo Tn) | D | 
1 
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n n 
= I DI + > =i > Ai. 
13 {=i 


Е: ) 

通过 上 述 几 个 例题 可 以 看 出 ， 利 用 四 分 块 矩 阵 求 行 列 式 
的 值 ， 方 法 比较 简单 ， 只 用 到 和 矩阵 运算 的 基础 知识 。 在 计 Ж 
时 如 能 把 行列 式 的 性 质 和 上 述 方法 综合 在 一 起 使 用 ， 会 使 适 
用 范围 更 广 。 f 

3. ЯСЕН 

ЖЖ, ВЕН, ШЖ 
初等 变换 、 和 矩阵 的 正 交 相 似 等 方法 谋求 解决 。 这 里 介绍 充分 
利用 分 块 矩阵 的 方法 求 矩阵 合同 。 

引 理 1 ， 设 P 是 一 个 非 零 的 p 阶 实 对 称 矩 阵 ， 那 末 总 WÍ 
以 通过 适当 的 第 三 种 行列 初等 变换 ， 即 P 右 乘 以 Tij Ck), 
ЗЕ ШТ; ( & ) 化 为 


А, А, 
4-( J 
А,’ A, 
Epli Аг, ЗЕЕ, Mirt s= BARA 
GE 
证 明 下 面 仅 对 于 4, 可 着 作 出 证 明 。 
首先 设 P=〈 pi) 的 第 一 行 第 一 列 元 素 不 全 为 0， 当 
bus 0， 此 时 命题 显然 成 立 3 Шри =0， 由 已 知 不 仿 设 
pu 0, Шри= ри 0, ФВ= (bi) =Тиа)РТи(1), 
则 bu1 = 2р:= 0， 由 前 可 知 命题 成 立 .3 其 次 设 P 的 第 一 行 、 
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(15, j<n). НРРЕЖЖЖНИ, Wpij= рне 0. 4 
В= (61) =ТиС 1 Та C1 РТ ст) ТС), 
bis= 2 pi 0 .由 上 记述， 命题 成 立 。 

4А, А: 
4, A, 
HPA, Аг, ЗНАНИЕ, го =n, BAN й, 


引 理 2 设 4= ( 则 一 个 从 " 实 对 于 拓 隆 ， 


4 0 
= | 
0 А. - А.А, А, 


示 

证 明 由 已 知 得 4 = 41, Н.А, :存在 ， 则 
了 
0 


- АА, | А, Ai 
r Mae a 


А 0 ] 
0 A-4,A` А, Л 
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| А, 0 
0 4,-А',А!АЬ | 


А 
引 理 3 #nB 3:98 4 = Í р 


А, 
} 其 中 
4, 
A, Аг, зЗ ЖОЛ 隆 ，r+s=z 且 4 可 道 ， 则 
А, - А: А.А’, 0 | 
=( 0 А, 


1 0 \ кы: 0 
| -AA I а ) 
故 引 理 3 成 立 。 
为 说 话 方便 ， 将 引 理 2 、3 中 引用 的 * 阶 可 逆 实 矩阵 
102 


б - АА, | | I 0 | 
0 r / -4A I 


统称 为 矩阵 4 的 合同 化 因子 矩阵 。 运 用 引 理 2 、3 求 矩 阵 合同 
时 还 须 灵活 对 已 知 矩 阵 进行 适当 的 第 三 种 行 、 列 变换 ， 以 求 
获得 较 理想 合同 化 因子 和 矩阵， 最 后 将 所 使 用 的 列 初 等 变换 
矩阵 与 各 合同 化 因子 抢 阵 依次 求 积 ， 便 可 得 合同 化 可 道 变换 
矩阵 及 与 原 矩 阵 合同 的 矩阵 。 

例 1 化 二 次 型 9g(zbzazs ) =- Artt 272 ms + 
2 z:z: 为 标准 形 。 

解 HERMIA C titrs ) 的 矩阵 


0 -2 1 
A A 
4=| -2 0 1 |= 
A, A. 
1 1 0 


ААА, = (- 1), А,- ААА = ( 1). | 
所 以 


0 
含 癌 化 因子 矩阵 为 
1 о + 
0 1 + 
o о 1⁄7. 
x 
-4 -2 0. 
Ве T.a(1)BTa(1)=| -2 
0 0 1 
со 
си | 
4 


p. 


其 中 Ci= ~ 4, Са -L,C,= - 2,С!С,= 1, 


CC Cs= -1, С,= 0, С,-С',С,-'С,= 1， 所 以 
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1 
0 
0 


ыы 


从 而 


° о 一 
с o о 
| 

+ qo 
(| 
М 
4 
о о ~ 


其 可 逆 变 换 矩 阵 
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TESE 

o 1 offi 4 4 

0 0 1 0 0 1 Z. 
故 经 过 可 逆 变 换 

zı yı 

т, |= 了 | y: 

Ts Ys 


184 (gu Ya Ys) = - Ау +y? +y. 
例 2 化 二 次 型 g (zi，za，zs，z4 ) = ай +m +T? 
+r,’ + 2ziza+ 2zazs+ 27Xs74 为 标准 形 。 
解 由 已 知 得 gq (z, їз, Ts z, ) 的 矩阵 
/1 1 0 O 


1 1 

A= 
0 1 1 1 
0 0 1 1.. 

1 1 
由 于 | i I уч, 为 此 作 变 换 。 

11 0 O 
1421 Í В, B, 

AS =B= J 
0 2 1 1 B, B, ?, 
0 1 1 1 
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这 里 B=T,,( 1 ) АТ,, ( 1 >. 令 


a(i ihai o} 


则 
4 _1 2 _1 
3 3 3 `3 
В, 1 = А В;‚-'В, = , 
к: Е 
Е] 3 3 3 
4 2 -4 1 
з З 3 $|] 
B/ B, ‘В, = ‚В. - B'2DB B,- 
2 1 12) 
3 3 ` 3 3 
1 1 0 о 
1 4 0 0 
ИВ о o 1 1 = C 。 把 C 分 成 四 个 2 
1 2 
o o 4 2 
-4 1 
1 1: 3 3 
阶 方 阵 ， 仅 将 | 及 依照 上 述 方法 
~、1 4 12 
33 
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mjo 一 mm © m ы 


чо Nm o © 7 
= ss ' Nm Nm 一 Im о 
1 


0 
0 
0 
1 
0 
0 
1 
3 
0 
1 
0 
0 
0 


0 
0 
51 
3 
0 
0 
3 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
1 
1 


0 
3 
0 
0 
1 
0 
0 
0 


1 

0 

0 

0 
А Весе 


寻求 合同 矩阵 ， 而 0 阵 不 变 ， 故 得 
0 
1 
1 
0 
0 
0 
1 
0 
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у 
ОВ =Т| IR q (uu Y» 
: : :| zs Уз 

T4 ` 1⁄4 


Us Ya) =+ Зу -dy tyt. 


З ”化 二 次 型 q(z1， ть л, гл) = тала тата HTT 
十 Z274 + zsz4 为 标准 型 。 


м ”二 次 型 9 的 矩阵 为 
1 1 1 1 
от [о + о о 
1 1 1 1 
отт то о O 
4= тз ! 
1 1 1 _1 
2 z 9 Z 0 ш 
1 
1 1 1 £ — 
> 7 了 0 0 0 -7 1 
| | 
1 d o 9) то о о 
1 1 
Jz œ o о0о -4 о о 
о o -1 -1||0 0 -1 0 
2 
1 3 | 
о o -4 -1J ‘0 о O 20) 


ШЕ ЦЧ 


А 
-le -ls -ln 一 


© © _ © 

一 | ч ° ° 
1 

= © © © 
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七 .循环 矩阵 的 性 质 及 广义 循环 矩阵 


如 无 特别 说 明 ， 都 假定 在 复数 域 中 讨论 。 
1. 循环 矩阵 的 性 质 


Я ARCE Hng ERE 
а, а, в, ө. ao- 
Gn-, Go а, М, Gn-; 
A= 
a, а, G … а 
称 为 ? 阶 循环 矩阵 。 
令 
1 0 0 
0 0 0 
£= , 
0 0 0 0 1 
1 0 O = 0 0 


йй, E, < EI, £= [都 是 z 阶 循环 矩阵 ，I пру № 
位 矩阵 ， 并 记 5" =&° = 1， 则 任意 一 个 nr 阶 循环 矩阵 4 都 可 用 
Eo, El, os, Яе 反之 , 如 果 A 可 用 59, £t, 
e, 所 一 ! 线 性 表示 ， 那 么 4 也 一 定 是 z 阶 循环 矩阵 ， 事 实 上 


111 


A=f (8). 
此 处 ，f (z) =a, tar tanar"! 

循环 矩阵 有 下 述 一 些 性 质 。 、 

性 质 1 车 4、B 都 是 x 阶 循环 矩阵 ， 那 么 4 B 也 пи 
循环 矩阵 ， 且 4B= ВА 

证 明 设 4=ao ë +a, Š!+-- +аь 1 %1= 305), В 
=b," +b, É! ++ bn Etg (8)。 注 意 到 

k= 站， 有 为 非 负 整 数 ， 
因而 有 

AB=f (8)9(8) = gCEDFCE) =hCE) = ВА, 
ЖНА (х) 是 一 个 不 高 于 4- 1 次 的 多 项 式 。 得 证 。 

性 质 2 ЖАРА, НАЖ, WAA Ж 
Но 

证 明 由 人 性质 1， 只 要 能 找到 sn 阶 循环 矩阵 B=b,5" 
+ bi бы "1( 5b 为 待定 常数 ，i= 1，2，…， 
n— 1 ) 使 得 4B= 了 IT 即 可 ,但 

АВ = (обо + anib: + ап-аба ++ + абал) + 

(aibo + аЬ, ra,-ib, ++ + arba)! ++ 
(an-ibo + 1-26, + an-3b2 +++ +а, 61)", 

要 使 4B= 了 必要 且 只 要 


Gobo + апай, + 41-26. +++ +аб, = 1 


| а,б» + аб, + anib: +++ + а,б у= 0 
(1) ` 


【an_-,bo+an-:b +asr-sb,+--+ads.- = 0 , 
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〈1 ) 是 以 bi (i= 1, 2, =, п- 1 ) 为 未 知 数 ，4 的 转 
TERN 为 系数 矩阵 的 线性 方程 组 ， 由 题 设 

det А= det А’ е 0. 
从 而 (1 ) НБ, b, + bn- Ш 

B=b Ë +b, E! +e +b,- £" 71 
МАКИ, HÆRER, НЕЕ ТАКИЕ BE 
的 求法 。 | 

性 质 3 ”任何 一 个 z 阶 循环 矩阵 4 在 复数 域 上 都 可 以 对 
角 化 ， 更 进一步 ， 必 存在 一 个 复 # 阶 可 逆 和 矩阵 6， 它 使 所 有 
# 阶 循环 矩阵 同时 对 角 化 。 

证 明 令 

а, а, o Gn., 


an- Go ° an- 


A= СЗУ 
\ в, а, м ao 
f(z)=actamzr+:- +a me, <E 同 前 。 取 全 部 2 次 单 
00 H Eos Sis s Enis 这 里 sx=cos 2 4r 2м 
(R= 0，1，… п- 1 )。 作 矩阵 


1 1 1 “+ 1 
Е =, £, “ө go- 


+ isin“ 
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ЖА 


fe fe) fG) = Кан.) 
=. (Eo) 211 (Е,) efe) … Enna f(E ә 


Ад= 
ве fOe) ET AED аре) е erf Eaa) 
fe) 0 
= fle,) | (2) 
N | 
0 На ) | 


由 于 det6 为 Vandermonde 行 列 式 ， 当 有 bs1 时 sr ssl， 从 而 
яру, т 
ео) 0 
6-146= fle,) 
` 
0 Flens) 
.4 是 任意 的 ， 从 而 证 明了 性 质 3 的 全 部 结论 。 
由 性 质 3 的 证 明 还 可 使 我 们 容易 得 到 ，.4 的 全 部 特征 根 
Ж] Сео), Ре, )，…， FCn) 而 
detA=f (а) ЁСе, Jef СЕ, до 
дон" Ж ЭХ, Х,, + X, 


0 i= 
Хк= Се,» sia èii? "э Epi ), k=1, 2, 


ЖАХ,, Xa eo A AMARME ERR 的 ?个 线 
性 无 关 的 特征 向 量 。 

性 质 4 任 一 个 ? 阶 和 矩阵 4 可 以 对 角 化 的 充分 必要 ж 
是 4 与 某 一 4 阶 循环 矩阵 相似 。 

证 明 必要 性 

设 4 可 以 对 角 化 ， 即 存在 可 逆 和 矩阵 7， 使 


А, 0 
Е | 
0 Ал 


Арх) = ББ tba t, Пе “пиж 原 А 
位 根 。 设 | 


> ЕЯ Луча» k=0, 1, 2%, п-1 (3) 


TAT = 


线性 方程 组 ( 3 ) 的 系数 矩阵 就 是 6， 由 det6s 0 知 有 唯一 
的 bo， b, b ПЛ bn-,。 
. 令 循环 矩阵 =f (Š ) ， 由 性 质 3 知 


“Í C ea) 0 
6-1B6= | fle,) 
| j: | 
0 Í (en-,) 
^^, 0 
| À, 
“| ` =T- AT, 
0 Аа / 
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故 4=76-1B67-1=(67T-1)-1B(67-1)， 即 4 与 妃 相 
似 。 

充分 性 

车 4 与 B 相 似 ，B 是 w 阶 循环 矩阵 ， 由 性 质 3 ，B 与 一 个 
对 角 阵 C 相 似 ， 由 相似 关系 的 传递 性 知 4 与 C 相 似 ， 即 4 可 
以 对 角 化 。 

性 质 5 ”任意 % 阶 实 循环 矩阵 4， 总 有 实 可 逆 矩 阵 了 ,使 


Т-:АТ = a, b, (4) 


Gm bm 


0 一 bm am 
其 中 入 ,，X,，…， 入 是 4 的 实 特征 根 ，r 是 4 的 实 特征 根 的 


个 数 ( 重 根 毛重 数 计算 )，r 生 1，m= 示 Cn-r) , а, 
2* 是 实数 ， k= 1, 2, `" то 
ШЕ #4=/(С&), Р(х) =а+ат+ +a, 
271, а, Go +", а, ЖА АЗЕ N 
Се >» fle,), » Теа), 
n-i 


由 于 f (ee ) = 了 (1 ) = Хаз, йе. хин 
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h 


是 成 对 出 现 ， 除 去 4 的 r 个 实 特征 根 外 。 于 是 -是 偶 数 ， 
Зате 去 Cr )， 设 4 的 * 个 特征 根 为 》,，…，)r ，…， 
Ха 。 使 \,，…， 入 :是 实 特征 根 ， 而 后 n ~r 个 是 复 特 ФЕ 根 ， 
В.А. Arer СЁ= 0，1，…， т) Xi, "my 
Хь …， 必 "是 与 之 相对 应 的 特征 向 量 。 于 是 

АХ, Х,, ++, Xa) 


0 
=(X, Х,, =, xol N | 
0 А 
&Ү,=Х, = 1,2,+-›гу Yra = Хш + Xaa 
Уна СХ Хонае 3 Анови = йкы + бууй 
АМ+зк+ = йкы Вън, k= 0, 1, т, акау бы Я З 
ж. (5) 
НТА ЗН Е, ETE УЗЕ ЖР EB ЧЕН Et Et: 实 
М, WAP ЗЕ КЕЛЕЛЕ HAERE e НЗ 96 的 ， 故 了 ,， 
了 ,，…， 了 :都 是 实 向 量 且 线 性 无 关 ， 这 样 
AC 了 Y, ) 
= ( AY,…, AY AY. AY... АУ AY, ) 
= СМ, МУга У ы Уна МУга + аа Уна, 
y ашп S Бааз baY nei + @шУл > 


À, 0 
` 
Àr ; 
р СУ, Y,, ө Ү.) z а! р. 
am ба 
0 —bm ал 


ЉТ = (У,, Y, ө Ү.›, 了 可 道 ， 将 上 式 两 端 各 左 R 
7 了 -~! 即 得 ( 4 ) 式 。 

对 于 实 人 循环 对 称 矩 阵 ， 还 有 更 好 的 结果 

性 质 6 ”对 任意 正 整 数 "， 总 存在 一 个 4 阶 实 正 交 矩阵 
7n， 使 所 有 2 阶 实 循环 对 称 和 矩阵 同时 对 角 化 。 

证 明 WA=f(E), f(z)=acta,z+-- +a, 
7z11。ao，0，…，ai-: 是 实数 ， 而 4 对 称 ， 故 ok = ал. 
MTE CE) = 了 (ss > = (et ) 即 4 的 特征 根 都 是 实数 ， 
又 由 nm 次 单位 根 的 性 质 ， 对 普通 内 积 来 说 ， 易 知 < 匀 ;，XXi = 
0 ,i j HEKRA Ki Xo = 0 ,再 注意 到 Xi = 
Zarr Ё= 1，2，*…，# 一 1。 这 样 ， 性 质 5 的 证 明 中 
那些 7 ,，Y,，…， 了 ,在 现在 的 假设 下 都 是 4 的 特征 向 量 ， 
直接 计算 还 知道 (了 Yi Yi，= 0，i 寺 j。 即 它们 两 两 正 Ж, 
最 后 将 它们 标准 化 ， 取 


a= TYT #=1, 2, +, n, 


Alai а,» ° an) = ( Аа, Aa,» *, Aan) 
Сте ү ы ) 
ТУ, Г’ ТУР * ТУ. 1 


We ИЕ 
= (муть TPT трет) 


= (Mass 入 :Csg ©, Anan ) 
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= (ау, а,„, san) 


T," "AT, = 


À. 


` 0 


0 


0 


` 


Ха 


Àn | 
JT, = (а,, а,, "у а.) ЖЕНИ, H 


根据 性 质 6 的 证 明 ， 可 以 给 出 T, 至 了 7。 的 具体 形状 。 


Т, = 


S \ 
юк 


/ Ч 
мін» 


мј 


ын ын ын 


I 
юк оюк 过 一 


мј 


1 


° 4. ° 4. 


< 


| 
a S 45 


оч o 


2 
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1 > _2 
Ж Мз O ун S 
1 5-1 55 _VS+l 5245 
„5 2/10 2/10 2 „/10 2/10 
Tol -VS+i M5-V5 М5-1 _V5+w3 
wW 5 2./10 2./10 2./10 2wW10 
1 УЕ _/5-/$ 5-1 ^/5+/ 5 
МЗ 2/10 2/10 2/10 2/10 
1 _ 5-1 _ 5+5 [J5 +1 5-5 
М 2.10 2/10 2/10 2/10 
1 1 _1 1 
FE TF 0° уе уз 29 
aie Ru. SK С 
J6 2/3 2 /6 2/3 2 
сору tu Y СЧ E 
T,= V6 2⁄3 2 A/6 2⁄3 Z 
T. 1 В „л 
TE -IF 0 Je 1 
,CR ИЕ: 2 БЕ 
М6 2⁄3 2 M6 2⁄3 2 
了 Бу: ЭШИ, | 
76 2⁄3 Z V6 2/3 T 


n> 6 时 ，T ,的 元 素 一般 用 三 角 函 数 表 示 。 
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2. J УЖЕ 


如 上 所 述 ，4。 是 一 个 # 阶 循环 矩阵 必要 且 只 要 4o 由 后 ， 
Ё, ey ETTER: A= аб наё + 41-1: 71. № 

是 说 给 了 sn 个 复数 ao，a1，…，an-: 和 n 阶 置换 矩阵 5 恰 能 定 
义 一 个 n 阶 普通 循环 矩阵 。 伪 此， 引进 初等 循环 矩阵 的 概念 。 

定义 1 一 个 "xs 的 置换 矩阵 EE， 如果 是 上 且 仅 是 mn 次 Jr 
等 于 n 阶 单位 方 阵 ， 就 称 E 为 一 个 n 阶 初 等 循 环 子 。 

为 方便 ， 称 上 为 8 阶 标准 循环 子 。 

定义 2” 设 6 是 一 个 n 阶 初等 循环 子 ，ao，a1，…，an 是 
复数 ， 方 阵 

А = а +а С +t + 41-1627! 
叫做 一 个 # 阶 初等 循环 矩 阵 ， 或 称 为 ИРЕН №. АН 
ЖЕ 4=КО, Ж Ef (z) = в ча 1+. + a, t 

例如 ， 令 四 阶 初等 循环 子 


0 1 0 0 

0 0 0 1 
= É 

1 0 0 0 

0 0 1 0 


а а, аз а 


аз G а, а; 


ЗЕ Ао +a б +a, ё +аз68= 就 是 


一 个 四 阶 的 初等 循环 矩阵 。 

为 方便 ， 由 7 阶 标准 循环 子 所 定义 的 矩阵 则 做 标准 循 Ж 
EP TE ERT RURE На, ai，…，ao-1 表 示 的 ， 
就 以 相应 的 大 写字 母 4 表 示 。 类 似 地 ，# 阶 初等 循环 扼 阵 
它 的 元 素 如 果 是 用 co， cl，…，ai-! 表 示 的 ， 就 以 4 表示 。 

易 知 ，# 个 数字 的 所 有 2 阶 轮换 作成 的 集合 与 所 有? 阶 
初等 循环 子 所 作成 的 集合 间 ， 存 在 一 一 映射 ， 或 者 说 它们 
是 互相 唯一 确定 的 ( ЖС HARR, 5. жи ЖЕ Ж, 
王 连 祥 ， 徐 广 善 译 《 近世 代数 概论 》) 。 

ТЕРЕТА 
ЛЭ DRRR Сте oi. ) 确定 的 阶 初 等 
HRT, ВХ Сечь не, ) 所 确定 的 2 阶 初等 循 环 
ТИНА, ВЯ ня. 

< 引 理 2 п НОЕ АПИЙ 的 充分 必要 条 件 是 z 阶 
ER EMAI REATI D 

ЗЕЯ 设 定义 .4 的 初等 循环 子 5 是 ФБС, 1) Ж 
E. НУЮ Ci ei) 可 以 由 轮换 (12 -- n ) £ М 
次 对 换 得 到 ， 假 设 是 经 + 次 对 换 得 到 的 。 据 引 理 1, 对 (1 
Оеп 确定 的 标准 循环 子 施行 相应 的 行 交 换 ， 再 施 行 相 
应 的 列 交换 ， 便 可 得 到 上 5， 而 这 一 过 程 等 于 对 上 ЕР 法 
初等 矩阵 己 ,， Р,, я Pt RD P , P,, "кеу Pt 即 

e = Pye PEP, P, Pa 
Я 为 Pi= Ру! (ї= l; 2, ``, Р), W P= P,P,*…Pt, 
则 上 = Р-:#р, 于 是 

ë= PEP, 0<k<n-1. 

从 而 
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A=a E +a сж вазу) 

=P! (Са +ау & +. +a, £") P= РАР, 
H Pula, KATARAK Е Котрай, 

据 引 理 2 的 证 明 ， 立 即 可 得 

引 理 3 ” 任 一 # 阶 初等 循环 子 6 与 # 阶 慰 准 循环 子 .5 ， 必 
ЯН, BIA TI RAE Р 

é= PEP, 
3Ë F Pus EAI EA НИ: АН 似 关系 

A= P-lA,P, 

这 里 PD 是 有 限 个 换 法 初等 矩阵 的 乘积 。 

有 了 以 上 准备 ， 就 可 证 明 初 等 循环 矩阵 ( ОҢ ЖОЕ) 
类 似 于 标准 循环 矩阵 的 六 条 性 质 。 

性 质 1 ”车 4，B 都 是 x 阶 E 循 环 矩 阵 ， 则 4B 也 是 m 阶 5 循 
ЖИ, ШНАВ= BA, 

性 质 2” 落 4 是 可 逆 的 z 阶 上 循环 矩阵 ， 则 .4 :也 是 阶 《 

. 循环 和 矩阵， 并 H. Аг! = bé? +b, +e tbai 1, W 
А =b? tbig! tee tbn 67, 

性 质 3 ”任何 4 阶 初 等 循环 矩阵 4 在 复数 域 上 总 可 以 对 
角 化 ， 进 一 步 ， 必 存在 一 个 * 阶 可 逆 和 矩阵 下 ， 它 使 所 有 的 % 阶 
“循环 矩阵 同时 对 角 化 。 

性 质 4 任 一 ? 阶 和 矩阵 C 可 以 对 角 化 的 充分 必要 条 件 是 ， 
C 与 某 一 个 # 阶 6 循环 矩阵 相似 。 

性 质 5 ”任意 s 阶 实 初等 循环 矩阵 4， 总 有 rn 阶 实 可 道 
矩阵 了 使 得 
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T-14T = , 


am Ыл 


0 ~bm am 


其 中 和:，4:，…， 入 :是 4 的 实 特 征 根 ，s* 是 实 特征 根 的 个 Ж 
( 重 根 按 重 数 НЯ), з> 1, т=+ (1-5), а, Б 
是 实数 ，R= 1 2, s т. 

性 质 6 ”对 任意 正 整 数 ?， 总 存在 一 个 正 交 和 矩阵 了 了， 使 

所 有 4 阶 实 E 循 环 对 称 矩 阵 同 时 对 角 化 。 

证 明 上 述 性 质 ， 所 用 的 方法 类 似 于 对 标准 循环 甜 阵 作 的 
证 明 。 所 以 这 里 只 对 个 别 性 质 作 部 分 证 明 。 

性 质 2 的 证 明 ， 因 为 4 可 逆 ， 据 引 理 2 知 4o 可 逆 ， НА 
= РАР, 而 由 标准 循环 矩阵 的 性 质 2 可 得 4 ' 也 是 # 阶 
标准 循环 矩阵 ， 于 是 可 设 

= bE +b, E! te tba E), 
因而 

4-1 = P-A P= РЬ +b E! +e t bpo E!) 
了 ， 再 由 引 理 3 8I, ék= PEP, h jk ЧЕк= P¿kP-:, 
k=0, 1, =s n- 1, Kit, 
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4-1 = P 1PC +, é +e +b, 7-1 )Р-:Р 
=b? +b, E! +e tbn 6271. 
А Eng ДЕР, BASA ! 有 所 求 的 关系 。 
下 证 性 质 3 ”假设 4 是 5 循环 矩阵 ，A=f(5), 这 Ef 
(z)=a ta,z+- +a tt, 5 #3, 4=Р-:А4,Р, 


再 由 标准 循环 矩阵 的 性 质 3 有 
Хб) 0 
fe) 
8-48 = 07 PAP 1ó= К ` 
其 中 so，…，en~1 是 m 次 单位 根 。 令 Y= P-1ó, WI 
了 (so) 0 
fle,) 
Y-iAY= ° , 
0 f(e,-,) 
即 .4 被 对 角 化 。 
由 于 了 不 依赖 于 4 的 元 素 ao， Qs "ә a DE 
1 1 1 Pse 1 
1 Er =, ass 1-1 
1 2:2. 18-9 22.1 
д= ... .... , 
i m 
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故 了 把 任何 p 阶 上 循环 矩阵 同时 对 角 化 。 

下 面 把 循环 矩阵 的 概念 推广 到 更 一 般 的 情形 一 一 广义 循 
环 矩 阵 ， 同 样 可 以 证 明 广义 循环 矩阵 有 类 似 于 前 面 的 六 个 性 
质 。 为 此 也 要 建立 一 些 引 理 ， 由 于 这 些 性 质 及 引 理 与 前 面 的 
性 质 及 引 理 的 叙述 和 证 明 变化 不 大 ， 因 此 对 于 它们 不 再 列 
出 。 

定义 1。 一 个 m= № (h, ПЕНИЕ ЛЛ 
阵 ， 如 果 是 且 只 是 n 次 方 等 于 m 阶 单位 方 阵 ， 就 叫做 一 个 m 
阶 广 义 循环 子 ， 或 m 一 "循环 子 。 


例如 | 
01 о о о о. 
оо о 100 | 
0 о о о 1 о 
В= L оооо о 
0 0 0 0 0 1 | 
оотооо 


是 一 个 6 一 3 循环 子 。 
由 2# 阶 标准 循环 子 E 作 成 的 m = Rn ЕХ ЖИЕ 
АСҸ 


£N. kA | 


у= В 
А 
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册 做 m 阶 广义 标准 循环 子 ， 或 m ~ ?标准 循环 子 。 

定义 2” Ша № IE —m-n RF, а, G,» … 9 
a -1 是 复数 ， 方 阵 4s= ва? +аџа + жао — 
Хт LME, Rm- 1 循环 窍 阵 。A4: 也 简 记 为 4x = 
(а), KHf(z)=a+a,r++ вау"), 

例如 ， 由 上 面 的 6 一 3 А УВЕ LER Е 
为 
a а, 0 а, 0 0 


а, а 0 a 0 0 


10 0 a 0 а, в, 
а,В°+а, В" +а,В? = 9 
8, а, 0 а 0 0 


0 0 a, 0 в, а, 


0 0 a, 0 а, а, 
而 由 m 阶 广义 标准 循环 子 > 所 定义 的 循环 矩阵 为 准 对 角 矩 阵 
AN, k 
! A < 
Goy +a,,yl+ +a, y Т! = N N = Ар 
> 
其 中 4 是 z 阶 标准 循环 矩阵 ，4? 思 做 广义 标准 循环 矩阵 。- 
显然 ， 当 k= 1BF, m= 4% 阶 广义 循环 子 就 是 初 等 48 环 
` 子 ， 而 广义 循环 矩阵 就 是 初等 循环 矩阵 。 因此， 广义 循环 拭 
阵 包含 初等 循环 矩阵 为 其 特殊 情况 。 
关于 广义 循环 矩阵 的 类 似 性 质 及 其 证 明 留 给 读者 自行 练 
习 。 
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八 .关于 正定 实 对 称 矩 阵 
几 个 不 等 式 的 证 明 


这 里 ， 我 们 将 采用 不 同方 法 ， 对 正定 实 对 称 甜 阵 的 几 个 
不 等 式 予 以 证 明 ， 同 时 还 得 到 了 Minkowski 不 等 式 的 一 种 
推广 形式 。 

定理 1 设 4，B 是 nx n 阶 正定 实 对 称 矩 阵 ， 则 对 任 W 


1 1 AL 
ЕЛ, р, ЖА А | + | B| “< | АА+ЬВ| т, 等 


号 成 立 当 且 仅 当 4=RB (R> 0 ) 时 才 成 立 。 

在 证 明 该 定理 之 前 ， 我 们 引进 一 个 关于 两 组 正 数 的 不 等 
Аа 

Их, и>0 СЕТ, 2, =, n), WE 


Az z "Za + Уу у, Yn 


ЗУ (tity) "(rnt yn)» (1) 


21-2: -= .= Za 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 ，， J. у. 


利用 数学 归纳 法 可 证 明 这 个 不 等 式 ， 这 里 略 去 证 明 。 
利用 不 等 式 ( 1 ) ， 对 定理 1 证 明 如 下 ; 
证 明 由 于 4，B 正 定 ， 则 必 有 sw 阶 实 可 逆 方 阵 C， 使 
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Cr AC 和 C+ вс ажей, њая". ж 
0-с, 84 BER 二 s: 


а oy- | a w суа в: гб 
AQ |9, ` в-о м Td, 
„0с. аш. г. „4\0. 6, 
оние. Bais bi>0 (і= 1, 20, 
п), аў =. ГЕТ 
Ro S o 
АА+ЬВ=0’| EN GS к {.19. 
0 Хаа + pbn 
ИЛЕ ИШЕНИ, 。 


са [азу А 
рдү Зы ТВТ ГО 


= 191 (v 0a ба, 


ко 


+Z Си СЕЙ) ), 


аа |= Te [Q | i Убиты artuba. 


了 
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对 比 《 1 ) 式 即 得 定理 中 的 不 等 式 ， 而 等 号 成 立 当 且 仅 当 

所 有 的 (hai ) /hbi ) 全 相等 ， 这 时 必 有 k> 0, аЬ: 

=h， 故 等 号 成 立时 必 有 A4=kB， 反 之 亦 然 。 定 理 1 得 证 。 
特别 地 ， 当 4=h= 1 时 ， 有 


1 A 1 
1412 + [8125 | 4+8 |=... 


推论 ЖА; (ј=1, 2, s т) 都 是 n x ЕЛЕ Ж 
ЖЕЕ, 则 对 任意 正 数 4,， А» ,Am 有 


1 а 
MIA [2 Het Аа | Аа ААда, 


等 号 成 立 当 且 仅 当 任意 两 个 矩阵 4 i，_4i 相 差 一 个 正 数 倍 。 
用 数学 归纳 法 容易 证 明 此 推论 ， 此 从 略 。 
定理 2 设 4，Bj(J1= 1，2，…，m ) 都 是 + 阶 正定 


m 4. т ЭМ. 
(iem H агг) 
m _?\ 1 
| м 六 
j=1 
证 明 боља l- 1 的 实数 (此 时 有 


(pp~1)g=p)， 利 用 定理 1 及 Holder 不 等 式 得 
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地 z. j 去 
名 [Ai+B;i| ` = > | Ai+Bil 14+ ВУ | 


р-1 
(ТЫ + [В ШУУТ 
1-1 
т f* P=} 


= 之 141 |лд+в| ` 


ii 


р-1 


ви" | Ai+ В; | i 


тал {жа 


:Sia ji $ aeni ЕЈ г. 


131 


1 [в са в | > 
nm $ lis В; | Jule, 并 注意 到 1 过 = 
1, 于 是 便 得 到 定理 2 之 结果 ， 并 且 不 难 确定 定理 2 中 不 等 
НЯ нЕ =. ËB; САХ элт, 2, ..., 
т ) ° 

ЖИА, Bi 4i+ 8 的 特征 值 分 别 是 Xi т y 
ч Hiss ба эттэ Ping Xirs ?ja "э Pinn =. 1,2, 

.，m ) 。 其 中 特征 什 可 以 是 重复 的 。 则 在 定 ЖГ M 条 件 

т, тешз, 


д рү 

(È oem” vja) K Ta) | 
КЕ: „Ж\з УО 
Сань ак 


Е» ЗРЕНИЕ 乘积 因此 
| Ai | = Ardin | В =» {+ В | =>" 
vja， 利 用 定理 2 即 得 不 等 式 ( 2 ) 。 
在 (;2 ) 中 当 n= 1 时 ,矩阵 退化 为 一 个 正 数 ， 这 时 矩阵 
ВОВ РЕВ ИЗ, ая, -М =l, 2, 
э, т), F С2 ) 就 是 
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RREAN MinkowskiKER, ВИ, Ç 2 ) 式 可 视 为 
UU ЖБК ИЙИНЕ". 
下 面 给 出 用 数学 分 析 ， пепелта 
REA эриш 
证 明 ВТА ВАНИЕ ЗНАЮ, А, к>0, а 


所 以 14，hB 亦 为 正定 矩阵 ， anas u ие 
«ры 9, 0 ар APS АЛ) 


Гв = в У BAREN 


. + ; ‚© 


зра Ра рү ES h AHB: | Ya Ti h 3) 


s: ЗЕЕ НОННА Ao t 41435 E 
实数 。 而 由 Schur 定 理 知 ， 有 正 交 和 矩阵 8， 使 Qf BQ = dihg 
( Мз Xo. 29» dn 2, Вт Qgigg Chia У Q. 


ФВ, = Qdiag (ME, улу 0% WB SB, Bi: 


= В," = Ойїад (M7 E, 5 Ы гб’ жи # E 


№, 由 A 正定 可 知 B， АВ, же, бие {Н Эли, MB. 
ее, №» WEDO Ci= 1, 2, + п). ш 
再 由 Sechur 定 理 ， 存 在 正 交 矩阵， 使 得 - 
R! B, АВ, = ад (ра; = ња), 
令 B= Б.В; WP ЕРЕ, = ВВ, Айр АР= 
diag (hi B,» "ш, Р’ВР= В’ В,ВВ,В=1,. 
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3. - 
在 ( 3 ›ҖИШЕШРР| "= (1р 1*) ”>0， 


得 到 | P'AP | F+|P'BP | F< | Р’АР+Р'ВР [3 , 
即 


п ff п з. 
"9 +1<П‹ 1+) > Bi2>0,Gi= l, 


2，… n) (4) 


车 ( 4 ) 式 两 边 再 乘 以 | СРР) |#>0, (4) 


式 变 为 ( 3 ) 式 。 因 此 ，( 3 ) 式 与 (4 ) 式 等 价 。 下 证 
《 4 ) 式 成 立 。 А 
49(2) = 1901 +e"), Ф” (х) = 一 Tey:>0。 


Éq (z) 为 一 下 上映 函数， 由 此 知 


于 是 
+ 3 zi + 


1+e Ë=! = (1+. у " 


n 1 n + 
今 zi= 1и, н 1+), 
i=1 i“. 


等 号 成 立 当 且 仅 Hr, =r, == р, = р, =p 
#>0 时 。 此 时 有 .P'4P=ATny Р/ВР=1„, 因此 4=AB 
(k>0 ) 。 于 是 定理 1 得 证 。 

容易 得 到 如 下 推论 。 

1 84, Bn (n2 2 ) 阶 正定 矩阵 ， 则 | 4+B| 
>14 +181. 

Ш "0020 (і=1, 2, s n) (hi 的 意义 辐 
前 -) 。 


5Ц с1+ы2>1+ Ши cm>2) 
i іеі 
214+ > 141 +181. 
ДРА, Bin n> 2 ) MERNE. 
2, #41(1=1, 2, =, т) Жв (> 2 》 阶 正定 
жи, а | 之 4| > 之 |4| 
3-1 1-1 * 


3)йА;С(]=1, 2, =s т) Жи (я> 2 ) 阶 正定 方 
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№, WASO (i= l, 2, m m), WÈ lAl” 
` =f 


=]; | Ë |" 等 号 当 且 代 对 任意 的 4 4U, j= 


1, 2, · `. © isi, 存在 hi> 0， .使得 全- hii Ai 时 


ы =й; апаар на ҮГҮТҮ 阵 不 等 
式 。 并 约定 4> 0 表示 矩阵 4 正定 ， 1,=4+1(А>0) 为 
数量 矩阵 ， 且 这 里 所 涉及 到 的 矩阵 均 指 * 阶 实 矩阵 。 

i Не 设 4>0，B>0， 141 >11 l; ШЕ 
k А › 


C1A+BI - 11+ 151 >A- E 


€ See рв р рэ, 085) 
等 号 成 立 当 且 仅 当 o-:4= 6838。 
先 证 明 两 个 引 再; 1 


= ЕТ хра", 
я 


Hor, ж 


«чта: 


ї# 


п а п +. 
[H (a Ri ) 一 (a+ 小 | >( lai-e ) 
*СПи-и)”. 
等 号 成 立 当 且 仅 当 Mi/a=hi/b。(i= 1，2，… п). 
ши ga's [L400r, pr= Jp, Wears 
а = Па, pn+ bn= П ш Са, В>0 ) ДІН М inkowski 
` i”1 1”1 


不 等 式 ( 见 徐 利 治 ， 王 兴 华 编著 ， 数 学 分 析 中 的 方法 及 例题 
选 讲 ( 修订 本 ) 第 138 页 ) 以 及 前 述 ( 1 ) 式 ， 得 


CCe+B)n+ Catb) F< Catat) + 


сву. ( П, y“ (He 
5 (а). (6) 


ЖШ, (а+бу"<]] chitu) - (a+6)*， 即 有 
> sg. , 
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в Е 
ини] ] (+) — саве, 
i=1 


此 即 为 所 要 证 的 不 等 式 。 上 式 成 立 等 号 ， 当 且 仅 当 ( 6 ) 中 
两 个 等 号 同时 成 立 。 即 Ai= ppi а/а= В/Ь, M T p=a/b, 
亦 即 4;/a=pi/b。 

192 ” 设 4> 0 ， 为 对 称 矩 阵 ， 则 存在 可 道 矩 阵 7， 
HIT | = 1, #5 

T’ АТ = йіад (hi, А, МАГ №)» 

Т’ВТ = diag (р, №, `" Ша). 
其 中 4;>>0， шЄР, (іж1, 2, =, п), 

证 明 因 4>0， 故 存在 可 逆 和 矩阵 Q， 使 Q'4Q= Ш 
О” BQ 仍 为 对 称 矩 阵 ， 故 又 有 正 交 和 矩阵 J， 使 U/Q' ВОО 为 
对 角 矩 阵 ，U'Q' 400 = U!'U =I, 令 P=QU, РИ 
№, В 

Р’АР=1, Р'ВР= іад (a, *, Ga), сж) 


ще Т= (1р) "Р, 171-1, ŁAC) 
式 ， 即 知 
T'AT = diag(h,,**, 4,), Т'ВТ = diag(k1, bn) 


其 中 4.>0，, шер, 


下 面 证 明定 理 3 。 
H4>0, B>0, ная 28, FETMA Ж ЕТ, Н 
l T| =], 使 得 
T'AT =diag (À <, Аһ), 
Т'ВТ =diag (Ris "° Ba), 《7) 
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其 中 > 0，RiD0，(i=1，2，… n), МА, 
lai~ Пл, 181 = Па, | 4+ В| = 
| T’ CA+B)T | = | T'AT+T/BT | 


= II Chit pi). 


ХИ | Ia | =a", | Ip | =b", | L +I, | =(0+6)". 
于 是 不 等 式 ( 5 ) 等 价 于 


Д сен) 97) ро 
+( II mp) (8) 


出 已 知 条 件 及 引 理 3 A 8 ) 式 成 立 。 从 而 定理 3 得 证 。 

现 讨论 等 号 成 立 的 充 要 条 件 。 显 然 ( 5 ) 式 等 号 成 立 ， 
当 且 仅 当 ( 8 ) 式 等 号 成 立 ， 即 有 

А/а= 3/6, КАСТ), 

а Т АТ = 4389 СА, Га, *, 4.10) = іад (ph1/b, 
о, ва/6 ) =b TBT, 
№ с А=Ь-'В, 

在 (5 № 40>0*, 5->0*, 80903), 故 ( 5) 
实 为 ( 3 ) 的 加 强 。 利 用 数学 归纳 法 不 难 证 得 如 下 推论 。 
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1) #4>0, 14:12 11а, |; C= Г, 25 
ө, hk). 则 


[| 54| -| Èn, ЬУ 


айы Нау"! А, =а, 1А, =. eak" LA, 
在 此 1 ) 中 令 ai-> 0 +， 即 得 ОЕ 
2) 设 4i>>0， 则 к кже р 


ЗИ 
| A| > 2 Al `. 
i=t i”: 


等 号 成 立 当 且 仅 当 4 =с, А, = =сь Ак. (>O). 
最 后 ， 我 们 运用 这 里 给 出 的 定理 3 得 到 一 道 TMO R 
题 巧妙 、 简 捷 的 解答 ， 并 推广 了 它 。 
例 ( 第 11 层 TMO 试 题 ) -求证 ， 对 所 有 满足 条 件 他 ,> 
0, Х,>0, Х,У,-2,1>0, X,Y, -Z SONNAN 
ЖХ, X, У, У, 12, 2,996 | 


1411 - Г 


Š < АЕ 
(СХ, +Х, > (У, +7, > - (Z +Z, X Y -Z 
try А (9) 


成 立 ， 并 求 出 等 号 成 立 的 条 件 。 
证 明 由 题 设 知 ，2 阶 实 和 矩阵 ' 


X, Z, X. йү о 
A= | Я } А, = ( . ] s= 
Z Y, Z, Y, 
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是 正定 的 ， 且 原 不 等 式 等 价 于 
8 1 1 
Ta +A STAI TA T 
由 本 处 推论 之 .2 ) 有 
A+A, | = СМИТА, | +] А, Г * 
SAJTA TA T> a ГАТ” 
ШЖ. 


8 Ioel 
ТА,+А,| STAT TAT 
这 就 是 所 要 证 的 。 显 见 上 式 等 号 当 且 仅 当 4， = A, MX, = 
X, У, =У,, ZZ :时 成 立 。 
”利用 定理 3 及 本 处 推论 ， 可 将 ( 9 ) 式 推广 到 正定 矩阵 
的 情形 ， 即 


тх po 
推广 1 й#4>0, W 


| 24: | 


11 


к | 
< ТД]. 等 号 成 


LAERA >A, =... = Ape 
推广 2 #4>0, R| Ai l> 170,1, Ж 


RH 
Е k 
124:| - 1500,1 


< 1 Е 
= ЁтАТ- Пат :. 


等 号 成 立 当 且 仅 当 4: = А, =. = Ду, G а, = = ake 
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九 .Bellman 不 等 式 的 讨论 及 其 推广 


在 第 二 次 国际 不 等 式 会 议 上 ，Bellman 宣 读 了 他 的 《 E 
定 矩 隆 中 的 一 些 不 等 式 论文， 该 文 讨论 了 矩阵 在 正定 条 件 
下 的 追 迹 的 一 些 不 等 式 ， 同 时 就 有 关 问 题 提出 了 猜想 。 之 
后 ， 就 有 许多 同志 就 此 问题 进行 了 研究 ， 先 后 把 有 些 不 等 式 
推广 到 实 对 称 矩 阵 ， 再 推广 到 zx ЕЕ Е, НТ 
些 不 等 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 。 现 选编 几 篇 文章 如 下 。 


1 ， 关 于 息 阵 亿 迹 的 一 些 不 等 式 
这 里 ， 试 图 就 Bellman 论 文中 的 正定 条 件 减 弱 并 给 出 一 
些 新 的 不 等 式 。 


. 不等式 1 杂 (4B)<wvir(C4) tir СВР) ,其 中 
-44， 也 是 对 称 矩 阵 。 
Же trl AB) <tr AB?) .其 中 4，B 是 实 对 
8 


不 等 式 1 的 证 明 仿 照 Beliman 的 证 明 方法 易 得 ， 而 不 等 
式 2 的 详细 证 明 如 下 ， 

先 证 明 一 个 结论 ， 车.4 为 实 反 对 称 矩 阵 , 则 tr(A*) 夺 0 。 
事实 上 ， 令 C=A:， 其 中 C= (ciu пуп, 4= (Са) папу 
ТЖаь= ~ an (i,k=1,2,."…,7) 而 


142 


а * 
3 
сі; = 之 GikGki = ~ > аз, 
k-1 к-1 


АС Ус." - > > esix<0。 
1-1 4-1 Е! 
下 证 不 等 式 2， 
( АВ-ВА)*= (АВ)*+ (BA)’-AB:A 
- BAB C1) 
AXA, BEKKER, БТ АВ- BAERE H Е, 
从 而 由 〈 1 ) 可 得 

САВ)? +tr(BA)’<tr( AB? А) +Н(ВА*В) (2) 

4A, BRATINA, HAB А= Д(В* А%у А-1, 
ВА*В=В( AB?) В-!, (BA):=B(AB):B-!, RA 
(2) 式 即 得 

и (АВ): l А°В?), 

34.4, ВЕН ЖАВ, DLA+ AE, BAERS 
A，B(4 取 满足 1 A+AE |x 0, |B+4E| = ОВ»). 
同样 有 

tr ( ( A+4E) (B+4E)3 <itr( A+4E)’(B+ 
ЛЕ), 54-+0, 

tr САВ) < l AB? ). 

下 面 给 出 一 些 新 的 不 等 式 。 

不 等 式 3 《Minkowshi 不 等 式 ) ЖА, BHRR KE 
阵 ， 则 下 不 等 式 成 立 。 

Vir A+B) ин (At) +/tr СВР). 
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证 明 因 (4+B)2=42+B2+4B+P4。 
所 以 有 tr СА+В)?=и (К А) +5 СВ?) +2 CAB). 
由 不 等 式 1, САВ) < СА) +tr( B>) + 
т СА) vtr СВ?) = ( /tr СА) t Ztr СВ?) >, 
即 得 


МҥСА+В)у?</ї+ CA) +/ СВ), 

不 等 式 4 算术 一 几何 平均 值 不 等 式 ) 设 4、B 为 实 对 
ЖЕ, йит с АВ) cih FY, 

证 明 (4+ 了 3)2-44B=(〈(4- 卫 )2+2B4-245。 
而 tr (C A- B)2+2BA-2AB2) =tr( A- B) *+2tr 
СВА) -2 (C AB) =tr( A- B):2 0, 

Ж (C A+B)'-44B) 二 0。 即 得 


wap) (和) 


不 等 式 5 如 (42)< [tr(4)] :。 其 中 4 为 非 负 
EER. 

证 明 因 .4 为 非 负 定 和 矩阵 ， 则 存在 正 交 和 矩阵 7， 使 
A=T-'diag Chis, An) T, (>01 =1,2,**,т), 
PEA =T 14109 Chi’, +, An IT, ЛИ” СА?) = 


Зе = (2) = #422 *. 


不 等 式 ША, BEREAK, МЫ (AB) < 
fr(4)tr( В). 
证 明 应 用 不 等 式 1 与 不 等 式 5 即 得 。 
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不 等 式 7 tr(AB)’< [tr《(AB)] 2.8 hA, ВЮ 
为 非 负 定 矩 阵 。 

ЗЕЯ ” 当 4、 呈 为 正定 矩阵 时 ， 存 在 可 逆 和 矩阵 7:，7:， 
#@А=Т\Т,', В=Т,Т,, МСАВу:=Т, ТЕТ). 
(ТТ) 27T: 1:， 由 不 等 式 5 得 

ъСА+В) =. TT) (Т,/Т,)/1%< 
Ctr(T T,)(T T, t= СыСАВ)З 2, 

щи, ВЕЛЕШ, А+АЕ, В+ЛЕ (> 0 ) 是 正 
定 的 ， 于 是 tr CC(4+A4E)(B+1E)] *< (т(А+АЕ)(В+ 
4E)3 2， 令 1 一 0， 即 得 ir(4B)2< [tr(4B)] *. 


2 。 关 于 Bellman 不等式 的 注 记 


这 里 ， 首 先 将 前 述 七 个 不 等 式 给 出 等 号 成 立 的 充 要 条 
件 ， 其 次 将 有 些 不 等 式 推广 到 一 般 的 情况 。 

先 证 明 一 个 引 理 。 

引 理 1 设 广 是 一 切 % x 4# 实 矩阵 所 成 的 集合 ， ЖА, 

1 ) 六 是 实数 域 尺 上 的 线性 空间 关于 矩阵 的 加 法 和 数 乘 
ЖЕТА); 2 ) 在 矿 中 定义 
| CA, B)=trAB, VA, BEV. (1) 
则 VV 关于 此 内 积 又 构成 RR 上 的 吹 氏 空间 。 

证 明 1) (№). 

2 ) 只 要 证 明 (A4，B) 是 内 积 即 可 ,由 (1 ) 式 知 (4,B) 
是 实数 .又 ，VA，B，CEV，kER， 由 和 矩阵 迹 的 性质 知 ， 

irA'B=tr( A'B)’=trB'A, IIC А,В) = (В,А), 

tr( A+B)'C=trA'C+trB'C, 即 有 (A+B, С) = 

(4, С) + (B, С), 
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tr( kA)'B=ktrA'B, WE CkA,B) =kCA,B), 
设 4= Cai) €V, ЖА 


n * 
> a?ii 
71 a 
> atis 
A A= г! ЕФ ? 
> а? 
* тї 


MULE (4, 4) =trd'4= > руазу>0Ң 
,I 17 
(4, 4) = 0<>ац= 0, (i, ј=1, 2, +, п) <> 
A= 0. 从 而 (4，B ) 是 内 积 ，V 就 是 R 上 的 一 个 哆 氏 空 间 。 
命题 1 《Cauchy 不 等 式 ) 设 4，B 是 nxn 实 对 称 答 
BF, MB 


ICA, B)|</ СА, A) • / (B, В) (2) 

当 且 仅 当 4 = ARB 或 了 = R4 时 ，( 2 ) 式 成 立 等 号 。 

证 明 (K). 

命题 2 1) tr4B<Vir4diVirB:，A，B 为 实 对 称 矩 
阵 、 (3) 

2 ) 上 式 等 号 成 立志 >4= kB 或 B= kA (kk 二 0 )。 

证 明 1) 由 命题 1 知 
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(A,B)<I(A,B)ISV (A,A) (B,B), (4) 
由 ( 1 ) 式 ， 并 注意 到 4/ = .4，8/= 卫 .得 证 (3 ) R. 

2 ) 易 知 ( 3 ) 式 成 立 等 号 

(lCA,B)|=/CA,A 7 СВ,В)у 


14,8) =|СА,В)| 
<> A= ВВ В=®ВА(®В>0 ). 
命题 3 ( Minkowski EA ) 设 4， B 是 实 对 称 阵 ， 


则 

1)vV CA+Bp5:< /irAt + /trB*, (5) 

2 ) ES A= АВВВ= ҺАСЕ2 0). 

ШЕ 1 ) 在 欧 氏 空间 中 定义 范 数 | All = СА, А) 
= Wir4'4，V4EF， 以 及 由 熟知 的 三 角 不 等 式 ||4 + В||< 
АН + BIE Ç 5) 式 。 

2 ) 由 于 ir ( A+B)?’ =trA’ + В? +2 АВ, 
Сїт å + ТВ? = БАЗЫ В" +2 /trdt ЛЕВ", F 
是 ( 5 ) 式 成 立 等 号 <>tr4B= Niri ЕВА = ВВ 
或 B=k4(k<0 )。 

命题 4 《几何 -算术 平均 不 等 式 ) А, ВЕХИ 
№, ЖА 


1) tr4B<tr( 252) (6) 

2) 上 式 成 立 等 号 > 4= 了 。 

证 明 1) (А-В, А-В) =tr(4-B):= 
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tr [CC4+B)2-44B] > 0, 从 而 tr( 422) ‘нав, 


2) (6) 式 成 立 等 号 所 > (А-В, A-B) = 0 <> 
4-B=0 即 A=B. 

命题 5 W AJEn x n° EEE, HH 

1) tr42< (trA) 2. (7) 

2) ”上 式 等 号 成 立志 >A 至 多 有 一 个 非 零 特征 值 才 > 


#(4)=1. 
证 明 1 ) 首先 存在 正 交 阵 7， 使 


А 


A=T ` `x Г Arsha" 
А 


Ma 为 4 的 全 部 特征 值 ， 且 4i 二 0 《i=1,2,…,n) 。 那 么 


于 是 tr42 У) (| У м) = ‹(ҥ4)°, 
171 i" 


(“1 二 0 ) 。 
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2 ) 由 上 式 可 看 出 成 立 等 号 <> Хе (Ул) 


<> Уј лд 0, H420. БИЛ А, |, Аж 


i+i 


只 能 有 一 个 不 等 于 0， 才 能 保证 D 44 = 0. 


iej 


命题 6 WA ВЕРЕН, ЖА 

1) tr4B< (trA) СВ). (8) 

2) ЕК <> A= 0 或 B= 0 或 4= kB 或 
B=kACk>0). #CA)=#CB)= 1. 

证 明 1) 由 命题 2 和 命题 5 可 证 得 


trAB<./irAt /trB'<,/ СИА) VV СНВ): = 


(trA) СВ). 
2) “一 "由 tr4B= (tr4)(trB)， 则 
trAB= НА УВ? (9) 


НО ЯА=ЕВСВ=ЕА), (k20). ЩЁ= (НЫ, 
ЖА=0(ЖВ=0); АР 0 时 ， 将 4=RB(B=A4 同 理 
可 证 ) 代入 ( 9 ) 式 ， 则 有 RitrB: =k СНВ) °, Ри В? = 
(trB ) :， 从 而 由 命题 5 可 知 B 至 多 只 能 有 一 个 非 零 特征 
值 .再 由 4= kB， 记 以 4 也 是 。 

“==” щА4= 0 或 B= 0 时 ， 命 题 成 立 。 

当 4，B 都 仅 有 一 个 非 零 特征 值 ， 且 4= RB(A>0)， 
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有 
trAB= ktrB? = CtrA)(trB). 

B= R4(R>0) 时 同 理 可 证 。 

引 理 2 ” 设 A 是 % 阶 实 反对 称 矩 阵 ， 则 

1) #4:<0. C10) 

2) 上 式 成 立 等 号 < 之 4= 0. 

ШЕВ 1) 令 B=42:= (bi), A= (ai)，aik= = 
вк» 那么 


bij= У) ацац= - У аз, ФА? = 一 > У ак 

k-1 k-1 it k-i 
<0. 

2) ”由 1 ) 之 证 明 看 出 tr4:= 0<>oik= 0 
A=0,.Ci, Е=1, 2, ©» п). 

命题 7 设 4，B 是 x 阶 实 对 称 隆 ， 那 么 

1) tr(AB)’<StrA’B?. (11) 

2) ЕАЖУИЩЕ<>АВ=ВА, 

证 明 1) (АВ-ВА)*= (AB)’:+ (BA)’:- 
AB:A-BA:B， 而 4B 一 BA 为 反对 称 矩阵 ， 由 引 理 2 又 有 
Otr (AB- BA)’=2tr( АВ) ° — 2tr A2B2, (12) 
Вр" САВ) :三 trA?B: 成 立 。 

2 ) (12) а САВ) = В <>tr( AB- 
BA4):=0<>48-B84= 0， 即 有 AB=BA。 

命题 8 ” 设 4，2B 为 阶 正定 矩阵 ， 那 么 

tr(AB)’:< (АВ) °, © (13) 
证 明 HA BEX, ЖА, 4=TT', B=QQ', 


150 


(АВ)*=Т ЕСТ) >73 *T-1=TC*T-1, 其 中 
С= (Т’О > (T'Q ) 正定， 所 以 

САВ) = С (С) *, (14) 

trC=tr CT (TQ)(TQ )/Т-') =trAB, (15) 
将 (15 ) 式 代入 (14) 式 即 得 (13 ) <. 

顺便 指出 ， 命 题 8 是 命题 5 的 一 般 情况 ， 如 令 B=I， 由 
命题 8 即 得 命题 5 。 

命题 9 ”在 命题 8 的 假设 及 记号 下 ， 则 (13 ) 式 成 立 等 
号 才 >C 至 多 有 一 个 非 零 特征 值 志 > 秩 (C) 三 1。 

证 明 由 命题 8 证 明 过 程 可 知 ，( 13 ) 式 成 立 等 号 <> 
trC*= (trC ):， 再 由 命题 5 即 得 结果 。 

下 面 我 们 将 有 些 不 等 式 推广 到 更 一 般 的 情况 ， 先 证 明 两 
个 引 理 。 

引 理 3 ЖАЛА, An =, Айпхп Ж, WE 

1) 有 Ai 可 对 角 化 (i=1， 2, "° 5), 

2) АА = АА; G i, ј=1, 2, $), 
ЖА, ЕЎ ВЕТ, ET- ATAKAE (i=1,2,…， 
5). : 
证 明 详 见 张 远 达 先生 编 《 线性 代数 原理 > 第 490 页 。 
引 理 4 PEA, As... AAEE E EBE, E. 

АА= АА: (i, j=1, 2, °°, 5). (16) 
ЖА, M Аз, w, As } 中 任 了 到 有 限 个 〈 可 重复 ) 的 积 仍 
半 正 定 。 

证 明 由 引 理 3 Н, рТ, 
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A, G) 


T-14T = < ›ї=1,2,+°,5 (17) 


д.9) 
JtrhA о> 0 (ї=ї, 2, ` в, ]=1› 2, =° n). 
V Ais s ЧнЕ{ Ab s As }, H (16) Я 


C Alis di) = Ais Aj BH (17) 式 有 
T-1 ( Aji di) T = 


1:02 .. доо 


N 
AnD ee д.00 


ИА AEREE. 
命题 10 设 4,，4;，…，4; 为 x 阶 半 正 定 矩 阵 , 且 满 足 
C16) 式 ， 那么 
tr ( Arda- As ) <(trAi)(trAs) (tr4s) 。 (18) 
证 明 当 s =2 时 ， 结 论 成 立 。 
假设 结论 对 s -1 也 成 立 ， 再 证 s 时 结论 也 成 立 。 
由 引 理 4 ARAA APEE, tr ( Aiz As )=tr CA: 
《4:…4s)] < ( trá) [tr СЧА <На (нА, ) 
ee 《trAs ) 。 即 得 (18 ) 式 。 
ФЕП ЖА, Аз, s АЫЛ ИШ, Н Е 
C16), ЖА 
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tr (AAA) ЗАРА 〔(19) 
证 明 由 命题 2 及 (16 ) 式 知 tr СА, А, А, ) < 
МИА САД = УРАЛЕ СААЗ) < 
МАМ СА: ) СБА) = УРАЙ y trA es 
ЧАЯ. | 
命题 12 #А,, А» "°°, Апиз ре, 则 
М САЛАА НА, ++ ИНАЯ, (20) 
证 明 由 命题 3 直接 可 证 。 
命题 13 BAA ALEE, 且 满 足 (16 ) 式 ， 


САА, )*< ( trA d As ) ый 


证 明 由 引 理 4 ЖА, 4, АЛЛЕИ, ATE 接 由 
命题 8 可 证 得 结论 。 


3 .Bellman 不 等 式 的 推广 及 
Bellman 的 一 个 猜想 


下 面 ， 我 们 将 在 前 述 不 等 式 的 基础 上 ， 把 这 些 结 论 推广 
到 ? 阶 实 方 阵 上 去 。 

不 难 证 明 

па Ат Unx kiek, WARF M 
EIME, ARE 阵 以 及 内 积 A, B> =нА’В, YA,BE 
及 “构成 实数 域 尺 上 的 欧 氏 空间 。 

引 理 2 ИУЖЮ КБ, ЖА, Уа,ВЕХ, ВЕК, 
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有 (Ci)llkall= | k| llall, Cii) | а, 8» 1<llallllall, 
Ciii)lla+ Ва] + ПВН, а = а, a> RHK 
RË а, ВЯЙНЕ. 

引 理 3 BA =AER™", B'=BER™", 那么 等 式 
trAB= „А? MtrB: 成 立 的 充 要 条 件 为 4=kB 或 B=kA， 
Жо. 

#gR"*" 上， 我 们 证 明和 拢 阵 迹 的 一 些 不 等 式 。 

定理 1 BA, BER™”, WA 

tr AB<./trA4' * MtrBB’, (1) 
且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 4= RB/' 或 B= RA, Wik2 0 。 

证 明 显然 , trAB-( A, В) < ( 4’,В)|- РАВ < 
МАА! ° УҤВВ', (1) 式 证 得 。 

ВАВ ИНАЯ’ АВВ? <=> А’ = ЕВВ=Е4' 

<>A =kB'RB=kA', 而 在 4=hB' 或 B=hA' 条 件 下 tr4B 
=|ҥ АВ <> 0, É ( 1 ) АЕ НЧА = kB 
或 B=hA’'(k 二 0 )。 

特别 当 4，B 均 为 实 对 称 阵 时 ， 有 tr4B<NVirA7， 
VirB7。 且 等 号 成 立 二 >4=kB 或 B=kA (hk 二 0 )。 

由 定理 1 容易 证 明 

定理 2 RACER”, Mtrl <trAA', EB SRE 
< AA. 

定理 3 设 4, BER"*?, 则 tr(4B)?<tr(AB)(AB)’= 
trA'A4BB'， 目 等 号 成 立志 >A4B=( 4B)'.。 

这 是 定理 2 的 特例 .特别 当 4，B 都 是 实 对 称 阵 时 ， 有 
tr《 AB) :<fr42B:， 且 等 号 成 立 所 > AB= ВА. 

定理 4 BA, ВЄР"*", W 


tr (4+ 8)*< СЛ АА + АВВГ)? (2) 
且 等 号 成 立 生 >1)4= A, 2)В=В', 3)A=kBRB=kA 
(AR> 0 ) 同时 成 立 。 

证 明 因为 tr (4+ B) =trA + В + 92tr AB< 
trAA’+trBB'+ 24/1; AA * /trBB', Мн (A+ B): 
< (Лг АА? + /trBBt ) * 。 即 (2 ) 式 证 得 .其 次 

{trA*=trA4A’ — А=А!, 
trB? =irBB! < 和 > 了 = 了 B/， 
(2 ) 式 等 号 成 立 Жет д ыш. 
[АВ = MirAA’VtrBB’<-> 
А=ЕВЖВ=ВАС ЕО). 
特别 ， ща, 是 实 对 称 阵 时 ， 有 /条 CT ВУ# ЖАЛГА + 
МВ, ВЗ <> А= kB 或 B=h4(k 二 0)。 
定理 5 54, BER™", W 


пав) С) сз 
ВВ <> A= В’. 

证 明 МЫС A+B) (A+B') =trA!'A+irB! B+ 
2trAB, MUB СА +B) СА+В’) - АНАВ> 
САМАТА – „ВТВ ) 2:0 。 即 (3 ) 式 得 证 。 下 证 等 号 
成 立 的 充 要 条 件 是 4=B' 。 

充分 性 显然 ， 只 证 必要 性 。 МЕН СЗ ) 式 的 过 程 中 
知 ， 等 号 成 立 ， 就 有 

trAB= tr А' A./trBB7 ， (4) 
trA’A=trB’'B, 《5) 
由 (4 ) 式 和 定理 1 ， 容 易 得 到 4= В”. 
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特别 地 ， 当 4，B 均 为 实 对 称 阵 时 ， 有 tr4B< 
„(2+8 у, 且 等 号 成 立 所 >4= 了 。 
为 了 把 这 些 结果 推广 到 有 限 多 个 上 去 ， 下 面 再 看 两 个 
引 理 。 
引 理 4 R4, ВФЕ, W 
fr4B< (irA)(trB) 。 (6) 
3185 Ж ДЄК"*" (ї=], 2, s т), W 


m 
tr (Ardre А) (ArAnA) S|] tra, 
i1 


定理 6 RAER" (i=l, em), ЖА 


АА," Aas Пле (m=2). (Т) 
8-1 
证 明 由 ( 1 ) 式 和 引 理 5 即 可 得 到 上 述 结果 。 
特别 地 ， 有 
推论 1 WAER", W 
па СЕЛАТ) (为 自然 数 ，s 之 2 ) 。(8 ) 
定理 7 WA CR (і=1,2,--,т) ЖА 


m 
tr ЧА Ав) S [| VAA, (9) 
1-1 


其 中 s 为 自然 数 ， 目 maz (5, т)>2. 
证 明 由 (8 ) 式 和 (7 ) 式 可 得 。 
定理 8 ” 设 xxn 和 矩阵 4i 半 正定 (i=1,2,，m)， 
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那么 Е 


tr Aida Аз ) < ( Il Ir Ai ) s (10) 
l 


其 中 * 为 自然 数 ， 且 maz(m，s) 二 2。 
证 明 由 (9) 式 和 (6 ) 式 可 得 。 
由 定理 8 可 得 引 理 5 的 推广 。 
推论 2 在 定理 8 的 假设 下 ， 有 


m 
тА Аг An= | | А Ет>2. 
j=1 


证 明 在 (10) 式 中 取 s =1 即 得 。 
定理 9 BAER (1=1, 2, з, т), АЈ 


„(5 Э (Они ) 其 中 5 为 


自然 数 ， 且 s 二 2。 
证 明 由 (8 ) 式 得 


„(5 «у= (леля ) 


m if; 
< > указка = 


{=з 
, 
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| $ vra 
1-1 

根据 推论 2， 可 以 证 明 对 于 同 阶 数 的 有 限 个 非 负 S 3E 
阵 ， 其 几何 算术 平均 值 无 条 件 地 成 立 ， 同 时 还 可 证 明 等 号 成 
立 的 条 件 ， 于 是 Bellman 的 猜想 得 到 彻底 解决 。 - 

定理 10( 几 何 算术 平均 不 等 式 ) 设 4i(i=1, 2，…， 
т) 为 非 负 定 和 矩阵 ， 则 


rk( Z 4)=®з#лд=л.. GD 


证 明 由 数 的 几何 -算术 平均 不 等 式 我 们 有 


r ( > 4) 5. ( > тА 53а 
再 由 推论 2 得 
"10 детях. 


定理 11 在 (11) 式 中 等 号 成 立 所 > A, = А, = == = Ав, 
Hrk СА, ) <1 ($=1, 2, +, т). 

我 们 先 引 入 下 述 引 理 ， 再 证 明 本 定理 。 

引 理 7 设 A1E R"*"， 且 均 非 零 阵 ， 车 

tr С A,A. A А А Аа)" НАША, ИАА," 

НА А’ ms Ë 
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Wrk X АА! у =1Ci=1 2, “s т), BAA’ = 
ВАА» ро C j= 1, 2, =s т-1). 

证 明 显然 有 

tr С.А, АА) СА АА ) StrA А, СА» Aa) 
( Az Ал › "АА С As An) C A: An) '< 
АГА НА АА-А tr Aa An. 
由 题 设 ， 上 述 不 等 式 中 各 等 号 均 成 立 ， 由 最 后 一 个 不 等 式 及 
51914 15 

ТЕ lA m-14m-1 ) =тЁ < А’ Am) = 1 Ë. A m-14m-1 
=km-14'mAm САа-12>20 0). 
又 

tr С А, Am) СА АА) =tr( A Ay Am-1 
(A,A А-1) Къ Аа А A trAm- А'ш-1ЇтАт4/ m 
根据 题 设 ， 上 述 等 号 均 成 立 ， 从 而 

tr СА, As" А-1) САА А-1) =trA A 
“trAm- 14'm- 1. 
同 前 面 的 推导 一 样 得 

Ат-з.А’т- = 1т-14ш-1.4/ш-1 = 1т-»Ёт- 14m AmS 
km-24mA' ms 其 中 1m-，， km- i> 0 $ 从 而 Rm-、 富 1m- km- 1 
之 0， 类 似 地 

АА! = kiAmA'm (Rki>0, i=1, 2，… т-1) 。 
于 是 引 理 7 得 证 。 

引 理 8 设 4 非 负 定 ， 可 以 表 4=Bs (s€ N), +В 
非 负 定 ， 且 对 每 一 个 固定 s，B 是 唯一 的 。 

此 结论 是 熟知 的 。 

以 下 证 明定 理 11 。 
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必要 性 如果 定 理 10 中 等 号 成 立 ， 则 


m m 4 
1. Esas на ; (12) 
т үл 1-1 


trA Ar Aa = tr A АА. (13) 
由 ( 12 ) 式 得 
trAl=trA;= "=irAm 。 (14) 


而 
ААА ir A tr ( A: Am) As Am)” 


ЗНА, С As: Am) (Ar Am)’ 


ЗНА МА trAs A? п 
ААА 
由 (13) 式 知 上 式 各 等 号 均 成立 ,区 由 引 再 5 知 maz{ "САО, 
1<i<m } 壹 1。 如果 存在 i 使 得 rkAio=0， 即 4i。=0， 则 
H (14) 式 知 fr4 =trAi=…=trAm=0， 从 而 4,，4，， 
…，-4m 的 特征 值 均 为 0， 所 以 ， 有 4: = A=. AmE 
结论 成 立 。 ГА: 0, i=1, 2, s т, Вр: 0, 
i=l, 2, =, т, ИНЕТ ААА, А0, 
(ј=2, ` m=1). 又 由 
НА, oe AnS СА An- A А-1) РА 
НАРА, Ал, [ЖИ 4 =A m-i =lkm-1 А? 
=k, A’ (А, ш-1>0). 于是， 综合 上 述 得 4j? = kjA m 
(ј=1, 2, =, т-1). ШӘ] #84, = УМ. X. H 
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〈14 ) Ry ИЕН. А, ДНЕ = h = = 
kr=1, АША, = 4,=… = Ar。 必 要 性 证 得 。 
пЭ НРА: (= 2, › т), НА, = 
A=: = A; 因此 | 


а =НА,, 


и СА, Air Аъ) = УТА = тА, (8315 ) 。 


J it +4 ТИГ 即 证 得 充分 性 。 
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十 , 行 初等 变换 定理 及 其 应 用 =. 


t 


设 


... 
ат, аш, am, 


ЖЕ ЕНЕ» ЯВА 4E—4- PIB, m 做 
.4 的 列 向 量 ， 那 么 这 # 个 列 向 量 属于 向 量 空间 Fm。 

设 4 经 过 一 次 行 的 初等 变换 后 得 到 4,，4 和 4, 的 列 向 
量 分 别 记 为 ac,，c:,，…9 an 和 ai, ，a:7，…，aa/。 

_ 如 果 4 的 任何 一 部 分 列 向 量 〈 为 叙述 方便 ， 假 设 前 t 个 

ШЖ, tan) 满足 线性 关系 式 | 

та,’ +х,а,' +++” = 0,ЕЕ;}=1,2,.. 4. 
m 

ха,’ +. ща’ + 0 +а/..,+...+0. о’. = 0 


亦 即 


\ 
(1) 4, | t |= 0. 
| 


如 果 忆 是 与 初等 变换 对 应 的 初等 矩阵 ， 那 AET ЗИ В. 
TAZA. ЖСТОХИНЕЖЫЕ` 148 


га 


ха, +… '+шщо + 0 eQ, te “+ 0。an= о. ELS 
х,а, +2,4, +e += 0. 


这 说 明 4, 的 部 分 列 向 量 之 间 的 线性 关系 ， 即 为 4 的 对 应 询 向 
量 之 间 存 在 的 线性 关系 。 


一 次 行 拘 初等 变换 如 此 ， 若 干 次 也 一 样 。 于 是 得 到 


定理 对 矩阵 作 行 的 初等 变换 ， 不 改变 列 向 量 之 间 的 线 
‚ 性 关系 。 


下 面 列举 定理 的 一 些 应 用 。 ` 


1) 可 以 求 向 量 组 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,并 求 贞 该 组 
中 其 它 向 量 同 这 个 极 大 无 关 组 的 线性 关系 。 
例 1 Мо, = (1, -2, 3), а , = (2, 1y 0). ` 


ез=(1, -17› 9), а, = С 8, -1, 6), ая Е 
”并 将 其 余 向 量 表 成 极 大 无 关 组 的 线性 组 合 。 


М Ka а,, а, а ЕУЛИЕ 
1 2 1 8 


-2 1 -7 -1 | 
3 0 9 6 
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对 上 述 算 阵 作 行 的 初等 变换 得 


I Ó g 23 
.0 1-13 | 
0 о 0 0 

Жо,, а, 是 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 弧 ， 且 as = 3a,-a， 
9 .=20, +3а,, 
2) THR РЕ HREEE-AETHER. 
例 2 a .=.(-2, 1, 3), а, =(-1, 0, 1), 
a, = Ç -2, -5) 1) 是 FF 前 一 个 基 ， Жа= (4, 12, 6) 
在 这 个 基 下 的 坐标 。 
* | 
-2 -1 -2 4 
1 0 -5 12| 


o 1 -1 6 

1 0 -5 12 10-5 12 
EO 1 ла 328 0 1512 -28 

0 1 12-30 0 0 2 -2 

1 0 -5 1 1 0 0 7 
от 12 -8 | 0 1 0 -16 

00 1 -1 0 0 0 -1! 
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Amert QQ О, IFERN C 46, - 1), 
3) WURF 8 ЛЕНЕ. 
ИЗ БАҚ а, = ( -3,1,-@), а, = (1,1,1), 

аз = (2, 3, -1) }, (В, = (1, 1,1), В, = (1, 

2, 3), В. = (2, 0, 1) } 是 已? 的 两 个 基 ， 试 求 从 前 

者 到 后 者 的 过 渡 矩 阵 。 


10 -2| -2 -5-1 „1 0 0|-6 -19 -1 
| 0 1 0| -13 -42 —1 
оо -2 -7 0 


| 
-6 -19 -1、 
É Вр а) 
-2 -7 0 
是 从 前 者 到 后 者 的 过 渡 和 矩阵 。 
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.4) 可 具体 判断 两 个 向 量 组 的 等 价 。 
例 4 证 明 以 下 两 个 向 量 组 等 价 。 { ac, = (1, 2, 3), 
а, = (1,0,2) j 4 В, = (3, 4, 8), В, = (2, 2, 5), 
В. = CO, 2, 1) :}. - 


证 明 
站 

! i | : 
| 2 0 ¿22 > 11| 0 一 
l. Jea | 
\3 21851 321851 
102 


1-1; 10 2 
-1 2|01-3 | 
о о оо о 


ЖАРЕ ©——” GEE 
В, = 29, +0, , В, =а,+а, , В: =а,-аз 
а, =й, - В, 9 а, =-В,+2В,» 

因此 它们 等 价 。 
5) 可 用 来 证 明 一 些 结论 。 
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95 ”证明 两 个 等 价 的 线性 无 关 的 问 量 组 含有 相同 个 数 
的 向 量 。 

这 个 结论 一 般 是 放 在 替换 定理 之 后 作为 推论 出 现 的 。 如 
果 不 用 替换 定理 ， 2 

证 明 设 

(a, G, +, Qk } 与 { В,, В,» А) В? 
是 两 个 线性 无 关 的 等 价 向 量 组 ， 且 

ai= Ca, G, ` 0), i=1, 2, +", k 

В; = СЬ, В,» у bai )， i=l, 2; “s 1 .. 
A= (а: ms, B= (bi; ) ы. ЖАНа,, G, + ax 线性 


无 关 知 
2 I В 
行 变 换 “ 行 变换 D) 
(А: 卫 ) 一 一 一 … 一 一 一 ос 


由 于 两 向 量 组 等 价 ，B 的 每 个 列 向 量 可 以 由 A 的 列 向 量 线 性 
表示 ， 所 以 C 是 一 个 (mk ) х1 ЖН 


BP 
BRAAI, RERI, NEEC Jeanen 


换 ， 使 8, 的 前 { 行 变 成 1( 因 为 8,，PB,，…，Pl 线 性 无 关 )， 
变换 后 的 B: 由 于 1J< ,至 少 第 R 行 的 元 素 均 为 0 ,而 这 时 7Txk 相 
应 地 变 成 了 另 一 个 R 阶 矩阵 4:， 由 于 秩 4: = А, МЫ А, 的 
第 & 行 至 少 有 一 个 元 素 不 为 0， 设 第 i 个 元 素 a/.i 和 0 ( 1< 
i 三 k )， 这 说 明 .4 的 第 i 个 列 向 量 不 能 由 B 的 列 向 量 线 性 Ж 
示 ， 这 与 等 价 矛 盾 。 故 k=1,。 

例 6 证 明 有 限 维 向 量 空间 的 替换 定理 ， 设 向 量 组 
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t t°). а, G, +, б 
是 向 量 空间 5 的 一 个 线性 无 关 组 ， 并 量 得 一 Qi (1545г) 
都 可 以 由 PE” 的 向 量 组 

(2°) В,» Ba» `. Bs 
线性 表示 ， 那 么 "三 s， 并 且 必 要 时 可 以 对 (2 ° yr at £ 新 
编号 ， 使 得 用 4,， а,, В, В.» s В+, 所 
得 的 向 量 组 

(3°) а,, а,, s ах В:+,› "s В» 
902°) 等 价 。 

先 作 点 说 明 ， 利 用 行 初 等 变换 定 虱 ， 可 以 求 出 ( 2“) 的 
一 个 极 大 无 关 组 ， 必 要 时 可 以 对 (2 ") 中 向 量 重新 编号 使 得 

(4°) В.» В,» 5 Ві 
就 是 ( 2”) 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 这 里 ! 生 s。 无疑， 如 (1°) 
能 替换 (4”) 中 的 部 分 向 量 ， 并 且 替 换 后 所 得 的 向 量 组 与 
Ка), АННЕ, ДЖАН, у 
МЕН С 2°) 是 线性 无 关 的 。 

证 明 因为 (1°) 可 以 由 ( 2。) @ Ë 表示， 所 以 
KX:8 элн С 2 ° ) 线性 表示 ， 现 在 只 需要 证 其 反而 就 
行 了 。 

Жл, ALANEN), 2。) 为 列 组 成 的 两 + 
虐 阵 ， 伶 4='( 4 : 4, )， 对 A 作 行 初等 变换 ， 使 4, 的 上 
面 一 块 变 成 一 个 s 阶 单位 矩阵 ( 因 ( 2°) 线性 无 关 ) ， 于 而 一 
块 变 成 一 个 (m 一 s) x s 零 甜 阵 ， 这 时 .A 变 成 以 下 的 分 k SE BE 


B, ` I, 
„И; 
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因 (1°) 的 每 一 个 向 量 都 可 以 由 (2°) 线 性 表示 ， 所 以 
B 的 前 f 个 列 向 量 可 以 由 后 s 个 列 疝 量 线性 表示 ,于 是 B, =0, 


ша( )=". 由 B 知 rs。 


当 r<s 时 ， 对 B 作 行 初等 变换 ， 使 B, 的 上 面 一 块 变 成 一 
个 r 阶 单位 矩阵 Ir《 因 《1°) 线 性 无 关 ) ， 下 面 一 块 变 成 一 个 
(s-r) xr 零 矩阵 ， 再 作 行 初等 变换 并 且 适 当 排 列 变化 后 
的 Ts， 可 使 B 变 成 以 下 的 分 块 矩 阵 


с, 0 A 
а о C, I | 
оо о 


C 显 示 的 线性 关系 是 P,，B8:，…，pr 可 由 (3") 线 性 表示 ， 而 
phi，…，0: 显 然 可 以 由 (3") 线 性 表示 , 故 (3 ) 与 (2") 等 价 。 

当 r = s 时 ， 对 B 作 行 初等 变换 ， 可 使 B 变 成 以 下 的 分 Ж 
矩阵 


в, 品 , 的 r 个 列 向 量 可 以 由 DD 的 前 + 个 列 向 量 线性 表示 ， 这 
时 4,,04,,…,0c 与 B,,B ,,…,P: 等 价 , 故 (3°) 与 (2 ) 等 价 。 

上 面 的 证 明 过 程 清晰 地 揭示 了 具体 的 替换 过 程 ， 可 用 来 
解决 招 某 个 向 量 空间 的 一 个 线性 无 关 组 扩充 为 它 的 一 个 基 的 
问题 。 

例 7 给 出 F* 的 一 个 线性 无 关 组 

{a=(-1 0, 3, -2), а, = (2, 1, -7, 5) } 
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试 把 a1，a, 扩 充 为 请 (的 一 个 基 。 
解 ” 作 以 下 矩阵 
-1 201000 


| от | 0100 
A= , 
3 -7 0 01 0 
-2 5 00 0 1 
对 4 作 行 初等 变换 
1. 2 -1 0 0 O 
0 1 0 1 0 0 
А 一 一 
0 -1 3 0 1 Ж 
0 1 -2 00 1 
1 0 -1 2 0 0 
0 1 0 1 0 0 
一 一 =C, 
0 0 3 110 
0 0 =2 =1 0 1 


CERBA, а, TARR He, 8, 来 ， 因 而 { à, ‚.@,, 
zs9. 54) 是 F* 的 一 个 基 。 | а 
利用 行 初等 变换 定理 还 容易 证 明 以 下 事实 
例 8 如 果 
(5°) Qis @,, +, Qm 


是 "的 一 -个 基 。 
170 


(6°) B.» В,, е, B: 220; м. 
АРШ, АЖАР LAm ав, В 

‹ Ва, Bas = В:) = Cais а,, +, Gn) А 
那么 dimL( 8\, Bas ВЕ) = #A. 7 

证 明 设 B 与 C 是 分 别 由 (5°) 与 (6") 为 列 组 成 的 矩 
阵 ， 于 是 C= B84。 因 为 (5°) 是 基 ， 于 是 B 可 逆 ， 这 时 C БА 
的 列 向 量具 有 完全 相同 的 线性 关系 ，C 与 4 的 列 空间 维 数 相 
等 ， 而 4 的 列 空间 维 数 等 于 铁 4，C 的 列 空间 即 工 (8 
Bas s Вк), ， 故 结论 成 立 。 

99 试 证 明 维 数 公式 

dim(W , +W ,) =dimW ,+dimW,— dim(W ПИ, ) 

证 明 设 {a, а,, o, а, } 5 ( В,, Bis "s Bs} 
是 F? 的 两 个 线性 无 关 H, W =ГСа,, ‚+, ас), 
W,=L( Bp, `. В. >. + Ж dimW,, =», dimW ‚=, 
W,+W,=L(0, +, а, Ва, =, В). Х rss, 
dim(W,+W,) =}, Mls<1<++s. ` 
_ Ще, EAs=r, WHW, АЕ”, +W, 
的 基 ， 于 是 Са, о, се, а) 与 { Bis В, В: } 等 
Я, WWW, =W И.П, =W, RW, , В 然 维 数 公式 
成 立 。 

ще<і<8+ г, 不 失 一 般 性 ， 假设 

Qs "у ars В,, "5 В р 
ЖАЎ, +07 025. RED a а, с, Q) 
{ 8,，B,，…，，} 为 列 向 量 的 矩阵 分 别 是 4, 与 4,， 令 
A= СА, 4, ), 对 .4 作 行 初等 变换 ， 当 ! = s+r 时 ，.4 变 
成 kis 
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Ise 
G: 


当 r<I<s+r 时 ，4 变 成 


1 í O 
оп. 
0 0 


шаєҮ, ПИ, , W 


5: 
а= (а,, G, =, Ar) Н 
Tr 


= (В, s Bis е В: | : 


即 有 


. (а,, ea. 


Ж 
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‚а, В,» 


У: 


У; 


ey Bs) 


т, 


(7°) A =0. 


-ys 


МАЖ ВН, (7°) R£, ЖЕУ, ПИ, {О ), Ж 
数 公 式 RE, ЭҢ АЛЕ 成 C 时 ， 因 М ЖА, =, И, ЖС: 


=s+r-l, 


从 (7") 可 得 
Ti 
Tr 
C =0. 
=y 
-ys 
2; У1-г+1 
进一步 又 得 ; | =С, | : ， 
Zr ys 


鞭 中 yi-rr1，…，ys 是 自由 未 知 量 ， 于 是 
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{ 21 \ 
@= (91, g “| : | 
Tr 


Yi-r+s 
= CCa = а) Су) : ° 


ys 


设 
СҮ,» у Ys+r-1) = (а,, y or)C,, 
НКС, =5+г-/, 所 以 { Yis to Уг] ÆW, OW, 
МАЕ, dimk, MW, =s+r-1, 从 而 维 数 公式 成 
立 。 . 
例 10 FF" 的 任 一 向 量 组 存在 的 线性 关系 与 基 的 选 择 无 
关 。 : 
证 明 设 
{ 0, а, аа } 5 Bis А, Ва } 
是 已" 的 两 个 基 ，Y,，Y:，…Yt 是 Ps 的 一 个 向 量 组 ， 那 么 
СҮ, Y, У) = (G,, G,, * Ga) 45 
CY, Y, се, Yi) = СВ, Bais +, Ва) В, . 
Жн А, ВИЕ EBjmx НН, д, ВЯ: 
Yo Ya o Yit 在 前 后 两 个 基 下 的 坐标 。 又 设 了 是 从 前 一 个 
基 到 后 一 个 基 的 过 渡 和 矩阵 ， 于 是 B= 了 A。 这 说 明和 矩阵 B 可 以 
出 矩阵 A 经 行 初等 变换 得 到 ， 因 此 B 与 4 的 列 向 量具 有 完 全 
相同 的 线性 关系 。 
. 下 面 利用 行 初等 变换 定理 推出 两 个 新 结论 。 


иі 


' 


经 论 .1 ЖЮ МЕЕ ЛЕНЕ АМАН 
后 得 到 
г В, І, 
В= 7 或 , 
nA = б) 
那么 4 前 前 r 个 列 向 量 即 是 它 的 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 


=. 
ШИ #А= ( oi;) 6 是 数 域 P 上 的 一 个 非 零 的 mxn 


ж, АВИЛА ВНЕ 


а, G,y =, Qie 


如 果 人 A 经 过 行 初等 变换 后 得 到 
a (C P) ж (C) стир 


НВ, = (61) (а-го т+1Ж]<п, 8 的 % 个 列 向 量 分 别 
„Bo Ba» a. В- 

在 B 的 前 一 种 情形 ， 向 量 组 8,，Ph.，…，B: 当 且 仅 当 一 切 

bi= 0 (i=1，2，…， г) 时 等 式 


: DUJE 0 


жї, HAs унй» i=r+1, =s п, FÆ В, 


有 是 DB Bas В 的 一 个 极 大 无 关 组 ， 由 行 初 等 变换 
ЕО, а,, …,Qr 是 9,,0,,…,9; 的 一 个 极 大 无 关 组 。 
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在 有 的 后 一 各 情形 ， 列 据 量 组 本 身 便 是 它 的 唯一 极 大 无 
关 组 。 证 毕 ! 

结论 2 w Ч, Qs yar } 与 { Bi,B,,…,P; } 是 
向 量 空间 FP" 的 两 个 向 量 组 ， 设 以 它们 为 列 作 成 的 矩阵 分 别 
是 4， Р, &С= СА: В), 那么 这 两 个 向 量 组 等 价 的 充 要 
条 件 是 

秩 4= 秩 B= 秩 C， 

证 明 ” 设 秩 4= 上 ， 秩 了 = 1， 对 C 作 行 初等 变换 ， 必 要 时 
交换 列 ， 可 使 4 变 成 


к А, Ix | 
а) 
这 里 k 三 r， 这 时 C 变 成 
L А, г B k : В 
С, 0 : к á G : в), 


AXB Ba с» 8 可 以 由 ai，a,， y ar 线性 表示 ， 所 
以 B, = 0, 又 秩 B,= 秩 B=1， 所 以 1 二 R= 秩 C , НИЖЕ 
k<I=#kC., 故 A=1= 秩 C 

反之 ， 如 秩 4= 秩 B= 秩 C = k, 对 C 作 行 初等 变换 ， 必 
要 时 交换 列 ， 可 把 C 变 成 


І, A. š B, 1, Н В 
So о 
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元 论 哪 一 种 情形 都 可 表明 有 p，， Bas у Bs 可 以 Но,, а,, 
эу ar 线性 表示 。 同 理 可 证 ， Qis G, се, Qe 可 以 由 Bi， 
В,» В ЗЕ, 故 这 两 个 向 量 组 等 价 。 证 毕 ! 
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十 一 、 关 于 n 维 线性 空间 的 子 空间 


本 节 对 n 维 线性 空间 的 子 空间 做 些 讨 论 ， 首 先 给 出 子 空 
间 交 的 基 与 维 数 的 一 种 确定 方法 ， 其 次 给 出 余子 空间 的 一 些 
性 质 。 

1. 于 空间 交 的 基 与 维 数 的 确定 方法 

设 广 是 数 域 了 上 sn 维 线性 空间 ， 术 ,与 广 , 是 它 的 两 个 子 空 
间 ， 且 

Г, =Ё (а, а,, ++, oar)， 矿 ,= 工 (6 В," В5). 
TJEV +И, = 1 (а, Gr Bis s Ө). а, а,» 
…，Q.，B1，B,，…，Ps 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 就 是 子 空间 
V +V 0—1, B. 

dim (V ,+V,) = Cai, а,, … ar Bisp 5 
Bs). 
这 些 都 РАНЕН. ЛЕНИ ЛЕНИНУ, V МЕХ 
жа, «,, +, GIB, В,» +o ВЖНУ, ПИ, 的 一 个 
Ж, Жану, ПУ, КЖ. —7ЛПЕЖ B bi F 两 个 
结论 来 确定 。 

命题 1 数 域 F 上 n 维 线性 空间 的 任 一 子 空间 都 是 上 
某 一 n 元 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 。 

命题 2 ”两 个 "元 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 的 交 ， 是 以 
这 两 个 方程 组 的 全 体 方 程 所 构成 的 齐 次 线性 方程 组 的 解 空 
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间 。 

下 面 介绍 的 方法 ， 只 需 解 一 个 x 元 线性 方程 组 ， 计 算 量 
较 小 ， 也 比较 自然 。 比 上 述 方法 优越 。 先 从 实例 入 手 ， 通 过 
分 析 导 出 解法 。 

例 1 ЖУ, =Гса,, а,), И, = (В,, Bi) 是 数 域 
有 上 四 维 线性 空间 的 子 空间 ， 且 | 

а, = (1, 2, 1, 0), а, =(-1, 1, 1,1), | 

В: = (2, -1, 0, 1), В, = (1, -1, 3, 7) š 
ЖУ, ПУ У, 

М ҮСУ, ПУ, WEET., z, Y’ u EF 
使 


У=2,'а, +х,'а,=у,'В, +у,'В, (1) 
即 有 хү'@,+х,/@,—у,/8,—-у,'8,= 0 (2) 
Hr, s тх,/, у, у, ЖУ 

21а. +2,4, -у,В.-у,В,=0 (3) 


的 解 ， 也 就 是 齐 次 线性 方程 组 
(rs A = 0 
| а 0 сў 
i R 23 0 

' (z, 7y: 789, = 0 
的 解 。 反 之 ， 由 齐 次 线性 方程 组 (4) 在 中 的 任 一 解 (hk，， 
k,» 1,, l, ) 所 确定 的 向 量 

У’=А: 4, +Ё,а,=11В,+1,В, 

ЖЕНУ, ПУ, . 
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齐 次 线性 方程 组 (4) 有 解 是 肯定 的 。 若 (4) RAF 解 ， 
则 亚 , 门 广 , 是 霍 子 空间 ， 因 而 没有 基 ， 此 时 的 维 数 是 0， 
V, +V REEN EOAR, МУП, 就 有 可 能 
是 非 零 子 空间 ， 因 而 有 基 。 

考察 (4) 的 系数 矩阵 4 经 行 初 等 变换 化 为 标准 阶梯 形 


1-1-2 =] 1 0 0 1 


2 1 1 1 0 1 0 -4 
Аз - 

1 1 0 -3 0 0 1 3 

0 ї з=} е 0 0 0 


HCA =3, (C-i, 4, –3, 1) 是 齐 次 线性 方程 组 (4 ) 
的 一 个 基础 解 系 。(4) 的 解 空间 的 维 数 等 于 1 。 又 

dimV ,= 2, dimV ,= 2, 
而 dim(V ,+V,)=#(A)= 3 。 所 以 

аіт(У (ПИ ,)=(2+2)-3 = 1, 
因此 Y= фа, +44, = -38,+В8,=(-5, 2, 3, 4) 是 
ИУ, 0—3 

由 此 例 可 以 看 出 ， 我 们 是 通过 解 齐 次 线性 方程 组 (4)， 
ЖҢ=,, T, Yis YT, с, Ес, a WAARA, R 
者 以 yi，y, 作 为 B81,，B, 的 组 合 系数 来 求 交 , 门 六 ,中 的 向 
量 ， 进 而 确定 天 , 门 大 ,的 基 与 维 数 。 在 例 1 中，(4) 的 解 空 
间 的 维 数 是 1 ， 广 : 们 太 , 的 维 数 也 是 1 ， 这 是 否 为 必然 呢 ? 
答案 是 否定 的 。 

进一步 分 析 如 下 ， 设 
К ү=1„(а,, а,, * ©), Г, =Г(Вь,В,› "*› В >. 
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中 ai= Cain ains s Gin)» i=1, 2, s, 13 
Pi = (bi 5;,, ebin)» j=1, 2, `, S, 显然 ， YE 
V 门 ,的 充 要 条 件 是 存在 x,’， Z, +", уу, 
ө, y/ EF, 使 

(1) у= Dero Y= Узи 

i=1 jet 

Яхта”, 22/7, s де, Y's Yds y ENENGE 

(I) х,а, +2020. t+ rr- YP- + 一 ysp， 
= 0 的 解 ， 也 就 是 与 之 等 价 的 含 r+ s 个 未 知 数 ，n 个 方程 的 
齐 次 线性 方程 组 


[меже ин Бишр рая 0 
| а 28, + б + aptr Буур — bssgs = 0 


Lainzi + *** + агас Базур bsags= 0 

的 解 。 反 之 ， 齐 次 线性 方程 组 (下 НИЕ (h. k, +, 
ko 1, lis els) 所 确定 的 向 量 

Y=Ria+Rai+…+Rrar=18,+18+…+1sps 
必 才 于 矿 , 三 六 ,。 因 此 只 要 求 得 (下 ?的 一 个 基础 解 系 

£ = (Ri, kias иш. kirs 1,» li,s у lis) 
i=l; 2, е, f. t 是 (下 ) 的 解 空间 的 维 数 。 就 得 到 了 

天门 矿 , 的 一 组 生成 元 


Yi= Уна у. = Ув, 


j= 1 j=1 
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ї=1, 2, е, ft, ВЖ 
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(E ) 的 未 知 数 的 个 数 = 天: 的 生成 元 的 个 数 + РЗ 生成 
元 的 个 数 =r+s 

〈 互 ) 的 系数 矩阵 的 秩 = (а, aa, з, о, Ва, Вг, 
` Bs) =dim (V ,+V,). 

(下 ) 的 解 空间 的 维 数 = (下 ?的 未 知 数 的 个 数 - 系数 矩阵 
的 秩 =r+s-dim(《 V, +Т, ) : 

ВЫ, щатИ, = VERTA № Ж=Ж Со, , о, 
s в); dimV, =V ЕН = СВ, , Brst 
Bs) 8, а,, аз, s, 0.581, B2, v 0 都 与 性 无 
R, ЕНЛИ, SV В, (下) 的 解 空间 的 维 数 正 好 
等 于 广 :人 门 广 :的 维 数 。 这 样 只 要 求 出 了 (下 ) 的 一 个 基础 解 
系 ， 就 可 以 立即 写 出 让, 门 六 ,的 一 个 基 。 

ЖІ, Фати, = АЕ И, ату, 
=V WERTH, Шоу, о, Ва, ВЕНУ, БУ: 
基 。 这 个 条 件 决 定 了 (4 ) 的 解 空间 维 数 与 交 空 间 的 维 数 相 
等 。 如 果 没 有 这 个 条 件 ， 则 (下 ) 的 解 空间 的 维 数 ， 就 不 等 于 
交 空 间 的 维 数 。 为 说 明 这 一 点 ， 再 看 一 例 。 


92 i 
а, = (2, -1, 0, 1), В, = (1, 0, 1, 2) 
а, =(-1, 1, 1,1), В, = ( -1, 2, 3, 4) 
as= (0, 1, 2, 3) 
V = (а, а,, а), Г, =ГСВ., Bas „ЖИ, 


的 基 与 维 数 。 
М 2УЕГ,ИТ,, WEET, т,, хз, Yis у: ЕЕ 
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使 
(I) zay+zsas+zrsas-y6 -u,B, = 0 


即 有 


人 
| -zitz,+rs -2у,= 0 
(qI) 1 
| 1,425. -у,-3у, = 0 
z, +x, +31: -2у, -4у, = 0 
СТ’) 的 系数 矩阵 


2 -1 


> 
1 

a 

_ 


经 行 的 初等 变换 可 化 为 
1 0 1 — -1 
0 1 2 =] -3 | 
оо о 0 | 
ооо 0 0 


ВУСА.) = 2。 所 以 (I ) 的 解 空间 维 数 是 3 。 易 知 
£1=(-1, -2, 1, 0, 0) 
£,= (1, 1, 0, 1, 0) 
É = (1, 3, 0, 0, 1) 
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(ИЛИ. Ж 

у, = -а, -24а,+а:=0, 

У, =а,+а,=В,, у. =а, +3а, = Вз. 
EV MV AER. 188 

dimV,=2, dimV ,= 2, 

Чт СИИ, =# CA.) = 2, 
所 以 dim (V. V.) = (2+2)-2=3. 显然 Y,， 
Y，,，Ys 的 一 个 松 大 线性 无 关 组 { Y,. үз PREV, ПИ, — 
个 基 。 由 前 面 的 分 析 可 以 知道 ， 造 成 这 种 情形 的 原因 是 由 于 
{а,, а,, а, ТЕУ, Юа, 

综 上 所 述 ， 一 般 情形 下 的 解 空间 的 维 数 不 一 定 就 等 于 空 
WNT, Ж, {Нн С NX ) 的 一 个 基础 解 系 

Ë= Chi Юз, s Rir liis аа» 7° lis) 

&= (ho kits ty kars lars Da ©", 15) 

&= Chu Rs l Вы» у а» ° 
可 以 求 得 У, ПИ. 888 

У: ЕЁ, iG i + за + tet kirar 

У: = 01 + А20. + 5 karar 


Yt= Аа tht, A, + + kirar 
$ 
《或 Yi= Ўр i=1, 2, е, f). МИ, ПИ 
1-1 


任 一 向 量 都 是 它们 的 线性 组 合 。 故 只 要 求 出 Yi，Y:，…， 
Yt 的 一 个 极 大 线性 无 关 组 ， 就 可 得 到 广 , 门 六 ,的 一 个 基 ， 自 
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ЖЕНУ, ПУ, К. 

一 个 普通 的 方法 是 ， 首 先 求 出 向 量 组 ct，cz，…， а, 
УВ, В. ~", В.К, ШУ, 与 矿 : 的 基 再 
利用 交 空 间 斑 : 门 矿 : 中 的 元 素 的 表示 法 导出 齐 次 线性 方程 
组 。 此 时 情况 就 和 例 1 中 所 述 的 一 致 ， 只 要 求 出 齐 次 线性 方 
程 组 的 一 个 基础 解 系 ， 就 立即 可 以 得 出 大: 站 及 :的 一 个 基 。 
有 兴趣 的 读者 对 例 2 用 此 法 做 一 次 。 


2 .余子 空间 的 性 质 


在 s 维 线性 空间 中 ， 任 一 非 平凡 子 空间 的 余子 空间 是 
不 唯一 的 。 下 面 将 给 出 矿 的 余子 空间 的 一 般 表 示 法 ， 并 讨论 
丈 的 任意 两 个 余子 空间 的 和 与 交 的 维 数 取 值 范围 。 

设 F 是 一 数 域 ,， VV 是 FF 上 n 维 线性 空间 。 令 L(V)={ W 
上 УЖ 72218] }， 则 L(Y) 对 “与 ”作成 一 个 完全 的 有 
补 模 格 。 但 是 ， 当 于是 斑 的 非 平凡 子 空间 时 ， 球 的 补 元 ， 即 
矿 的 余子 空间 是 不 唯一 的 。 尽 管 如 此 ， 我 们 可 以 给 出 矿 的 余 
子 空间 的 一 般 表 示 法 。 

定理 1 ЖИЛОЕ ЕВЕ НУ МАЕ Л + 空 
Я, 01, а, s а И WER 01, Azs s Qr Ortis 
`. а ЖУ ЗЕ о 那么 ， ГС В,, В», ы; Bn-r ) ЖИ 
一 个 余子 空间 的 充 要 条 件 是 


А, 
C В», s Ba-r) = (ai G, е, G.) ( ) 
А, 


其 中 ，4; = Са) г»(а-),1Ё<г; А, = (аі) cnr) х(п-г)» 
r+1<i<n, 1i<j<n-r, a€F, |д,| = 0. 
证 明 “==” ВЖ (а, аз, --.,0,, Bis Въ.) 
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L А І, А; 
} "| | = 
0 A 0 4 
|1,|,+ [44| = 14:1 +0. ь 
ВЫ, «ү, аз, ++, о, В.В, "*›8а-ЖҮП Ж. МИ, 
LBi В», s Bn- ) 是 球 的 一 个 余子 空间 。 

=>” 任 取 歼 的 一 个 余子 空间 L(B,， Dx," Pn-r), 


= (а,, а,, °, ал) | 


В, 
设 (Bi， В», `, Bn-r) = Са, az +з, | J ,. 
В, 
其 中 B, 是 na ~r 阶 方 阵 ， 由 此 可 得 
(91, 9, Ars Bi Bage) = Са, Azs ш; on ) 


В, 


І, B, І, 
| J 。 НИЯ > 


0 В» 
[Il [B| = [В+ | # 0. 
推论 1 ЖУ = ба, аз, 5 а,)& НУ 
一 个 子 空间 ， 球 /= 工 (Gras Ors +", Ga) ЖИК 
Фе], АЙ ЕГ СВ,, Вз, "~", Ваг) НИНА 
的 充 要 条 件 是 


B 
В.» Вз, `, Ви-г) = (91, Qz, с, aa) [ J; 
В, 


| В, | = ОЖЖВ, = О„„(а-). 
证 明 B = 0, WC, B23 pa-r) = (91,92, an ) 


0 
.[ Я Jes, Gs s Ga)B, Ш |B| +0, 
2 
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所 以 B1，PB:，…，pPa-r 与 Qrti，Qrrz，…,0n 等 价 ， 故 L(PB1， 
Вз» y Ва-г) = W. 

ELis В» s Въ) = И", Па, , аз, s 
an 与 B1,B:,…, Pn-: 等 价 。 设 (B1，PB，，…， Ва-‹) = (ar19 
е, о )Т, Т&п-т иШ, МЫ 


(Bis В», s Въ-:) = (91, а, +, Ory «ү, +з, 


als), 


又 因为 


( Bis В» ,Pua-r) = (91,93,59) 01,03 ` Gn) 


В, 0 B, 5 
и ве (20) 

В, T ` B, , 
WAB, = Orx(n-:)。 

定理 2 WERF Е" А ЕНУШ ТУН С O< 
dim 玉 <z)， 丽 :7， 丈 :是 刺 的 任意 两 个 余子 空间 ， 那 么 

(а) n-dimW <dim(W ,' +W ,')<min сту, 
2(n=-dimW )) , 

(b) тах (0, n-2dimW)) <dim(W MW: < 
n-dimW, 

(c) У5ЕМ, n-dimW <s<min (dimV, 2(n— 
ат )) , ЖЕ МАНИ 1", Wi’, Hdim 
(W +07) = 5, Hdim W, NW) =2(п- dimW)- s, 

证 明 (а) ат И =r, (0<r<n), W|dimW ,’=dim 

1 =1-т, НЙ, СИ, + ИСУ, Wn-r<dim 
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(ИИ уп, Уат в И) атй ,! + діти. 
=2(п- ғ), Brbln- r<dim(W ! +W ,')<min[n,2(n— ғ)] 

(b) 因为 dim( 玩 2 人 门 玩 27) = dimW ,! + dimW ,' -dim 
(W !+W.,'y, WAN- ғ) – min (n, 2(n— r) J < dim 
(W ![ W 7) 201 р) – (n— r). тах C0,n- 27) <dim 
(W [W 1) п r. . 

(с) а, „аа, Ar EN ЗЕЕ ЧЕЙ — 4 Ж 子 空间 
Wi= (Ва, Ds s Вп-г), Ша, аз, ar 
Вог ВЖК 

Ф =La, + Ва, +", +, Вы, ` Ва-г)» Е 
中 0 <t<min(r, п-к). ИЯ 

(a, + Вл» +, ++, Ве, с", Ва-г) = Са, +, 


А: Ir e) 
0 0Жх(п-+), 


由 定理 1 M, ДИМА, +W? = (а + Ва, 
эу att В, Bi» Ёз» ©, Вт-г) В. Еа, + В1, satt Въ 
Bis s Вс, Ват" + у=п-ү+1, 而 
ат ПИ) = діт! +dimW – dim W’ +W) = 
2(n-r)-(n-r+t)=(n-r)-t. 

任 取 s，s 是 正 整 数 ， n-r<s<min (n, 2 (n-r+))， 
ИН =5- (б-т), ҖО<<тїп Cr, n— r) ,那么 dim 
СИНИЕ) =s, Нав СИИ) =2 (п-т) - $. 


由 定理 2 的 证 明 发 现 ， 当 且 仅 当 dim 术 = 二 dim 大 时 ， 存 
ЛЕЙЛА РИ ЧИР", У ФИГ. МИ, М 


аз В =» Bao | _уйтл+| 


а-г 
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以 证 明 更 一 般 的 结论 

定理 3 ” 设 丈 是 数 域 玉 上 ? 维 向 量 空 间 天 的 非 平 凡 + 空 
№. ЖА, ЧЕХА = —— dim 时， 天 可 以 表示 为 
ИТАН СЕ). 

证 明 7 =И,'ФИ,'Ф.-- ФИ’. (НИ (б =1, 
2, > 5+1) 是 丈 的 余子 空间 ， 显 然 dim 太 =《〈《s+1 )dim 
И! = (5+1) (n—dimW ), МЫ (5+1) атй =s. 
dimV. E} 


+ 256903 
dimW =——dimV . 


#dimW = тату, 易 得 dimW =s ( n— dimW ) 。 
设 dimWV =r,W = Llai a1, ar), #fr=s(n-r),(n—r)|r 
取 矿 的 一 个 余子 空间 7W = L СВ,, В», "> В.-:). 令 
И = 1 (Үш, Үк» …，Ykyn-r)》 
Ж, (Үк, Үк», s Yksn-r) = Cais аз, ar, Ва, 
0, 


Inr 


т, Pn-r) б s 1<А<5. 0138 (n—r)Xh-1) 


ehar] 


Îi Cn-r) IRER. AH 
11...1+0, 
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由 定理 1 知 碎 k/ 是 丈 的 一 个 余子 空间 。 
< Ва, Tha Bn-r, Үз, 5 Yis: Та» Үз, °° 


0rcecr-r) Г. 
Уз» а: ) = C aisazs* ат, Biss Ва-:) . 


Ta-r A 
其 中 4= (Tn-r, In-es …，Tna-r) .所 以 
22 
5 


Bis “Pn-r, Үп, "ә Yisn-rs °°  Ysi °, Үзэп-г 
ЖИЮ, WAV =Й, ӨФЙ,/Ф--Ө©Й,/ . 
#2 WW) ЫК ГЕНУЕ Л, + =s 
BJ, ВИВАТ, УТИ Cs +1 ) 个 余子 空 
闻 的 直 和 的 充 要 条 件 是 
ати =s • dimW', 
这 里 5 是正 整数 。 
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十 二 、 有 关 线 性 变换 的 两 个 问题 


1 .已 知 核 求 相应 的 线性 变换 


关于 求 线性 变换 的 核 ， 教 科 书 中 都 有 所 涉及 。 这 里 考虑 
其 反问 题 ， 即 由 核 求 相应 的 线性 变换 问题 。 

命题 1 Ras G, "ә aa 是 线性 空间 所 的 一 基 ， Bis 
Bi，…，Bu 是 V 中 任意 个 向 量 ，o 为 V 的 任 一 向 量 且 0= 
110, +5,а, +: +201, № 

Т, a—z В.+,В: +... +таВа 

是 上 的 线性 变换 且 T Cai) =ßi, i= 1, 2, s n, 

命题 2” 若 ?个 未 知 量 的 齐 次 线性 方程 组 的 系数 E 阵 的 
秩 是 "， 则 该 方程 组 的 任意 % 一 ?个 线性 无 关 的 解 向 量 都 构 成 
该 方程 组 的 一 个 基础 解 系 。 

以 上 命题 及 其 证 明 均 可 在 高 代 教材 中 找到 。 

设 7 是 数 域 尺 上 的 z* 维 线性 空间 ，cai yaz，…， aa 为 了 的 一 
Ж, В, Вз, "В.У ЕЭС НОА, ДИ ЕВИ, 
СВ, В: o Bs) 为 核 的 线性 变换 ， 了 可 通过 以 下 步骤 求 
得 

(i) 由 (Bi1, Вз» …, pbs)= Cais 9, +, 01) В 
求 出 Bs 

(її) 求 出 齐 次 线性 方程 组 B' X = 0 的 一 个 基 础 解 系 
Š Š “ө En-ss 
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Ç iii ) Л EA = (š £, 0, бозу, 0, 0, 
©, 0 э. 于 是 B' A w Os, АВ = Onxs3 

Civ) (pis ү, s Р) = Сар», an ) 4, ЕИ 
上 的 线性 变换 7 ，T(c) =zayir+zzy:+…+zaya， 这 里 o 为 
矿 的 任 一 向 量 且 gc ra, + Eat HaT R EV ER 
ГС Ва» В,» т» В; ) 为 核 的 线性 变换 。 

证 明 由 命题 1 知 T(ai) =Yi і=1, 2, +", п, ЖЕ 
L< Bis В, + В.) SEkerT . 

VrEL(B1,B:,…,Bs), Шу=Е, В, ++ ВВ = (В, 


чо 
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к 
ES 


k, 


Ty=T(p,, В», | я | 
Rs 


= 了 (ci，caa，…，en ) В 


h 
k, 
з (Ta, Tc:,…，7Tan)B : 
ks 
kı 


= (Pis Уз» sYa) В : 


ин 
= (01, аз, "sa, )AB| ; 
ks 


kı 
k 

=(ay а„, 3an) | кы | 0. 
ks 


此 即 说 明 YE herT 。 ALCP В,» =o Bs) 二 RerT 。 再 
证 kerTEL ( Bis Вз," В: >. 

因 秩 4=%2 -~s， 所 以 齐 次 线性 方程 组 4X = 0 的 解 空 间 
Ë HE 295, @ B= (па, т, с, ns), Н Сі) йт: 
na ` Q 是 s 个 线性 无 关 的 % 维 列 向 量 。 
НАВ=О0.,, ть, na n 为 齐 次 线性 方程 组 4X = 0 
的 s 个 线性 无 关 的 解 向 量 。 由 命题 2 知 71，7:，…，7; 为 
AX = 0 的 一 个 基础 解 系 。 

VaEkerT,， 则 Ta= 0 ° 


QC=XZIQI 十 Z20Q2 十 十 InCn 


Tı 
22 
= (аа, Gs s аһ) : , 
; Н 
Tı 
їг 
Ta=T Cay, аз, +, Ga) | : 
Ta 
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т, 
= (Үү, Үзу», Үл | = 

xn 

Ë 
= (ayy азу … can ) А i =0, 

Tn 
zı T, 
于 是 4| 7 |=0. МЫ, | Ёз 2 0 的 一 个 解 向 

Za xn Ë 


量 ， 它 可 由 74，7s，…7s 线 性 表示 ， 不 妨 设 


- жү 
х 
| ы [енене 


Tn А 
l 
1 1 
= (лу, 725'%75) : -a| : | 
1; 1, 


г: 
а = (ав Чу *, On | | 
21 


1 
L, 
= (Qis а, … Ga ) B : 


is 


= (В,, Bo *, „| Е 


Is 
+185» 
即 说 明 xE 工 ( В. , Вз 和 ‚В: > .从 而 kerTEL( pp 
. В). 


ж ЕН ВегТ = Г. ( В:, В, tes 8). 

需 说 明 的 是 ，(iii) 中 "级 方 阵 4 的 作法 只 需要 满足 4 的 
и ЗЕ B: X = 0 的 基础 解 系 ， 后 s 列 是 B'X= 0 的 解 向 
量 即 可 。 因 此 A' 不 唯一 ， 从 而 也 不 唯一 。 


А 1) -1 
例 Жк‘, “| x , о = я J 多 
1 | ç 


0 
0 + = 2 
TE „f: 
E 1 


RALA, s аз, Gs ‚а, НЮ“ НЕТ. 

м Яа, ‚а, Ма, s 9,03, oa4 的 一 个 极 大 线 性 无 
ЭЩ, ЖТ(а, , а) = (а, 02, аз, а, ). 

# 
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为 及 的 基底 。 


На. =г, +2ег,+2., Gxy=-—e+e,, (а; , а, ) 


1 

0 

онома 9 
- 1 


可 求 得 齐 次 线性 方程 组 


жг О 


-1 =2 
влажно | 7 | | E | 
1 0 


-1 -2 0 0 
д 4 -1 -2 0 O 

0 1 0 0 

1 0 0 0 


СҮ, Yrs Үз, Ya) =E; , E2, E3, si)4。 作 线性 变 
#T, i 
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T2 
Ta=(Y1, Yz, Үз, Y.) х 
3 , 
Ta 
т: 
T 
Ve EV На = (2, ‚Е, ЕзьЕ. ) rs š 
т, 
/Tl Ti 
£ т» 
于 是 Ta= (Ej, е, es зе, ) A z =1.А PA 
т, х. 
бүз 0: | zı 
-2 -2 1 т 
0 0 0 z, | 
0 оо т, 
WTE жж. 


2. 公式 dimTm(o)+dimRer(o) = dimV 83 № 
定理 1 ШУИ В БАР EHHE Бї, dimy = 
4%,0 是 V 到 砂 的 一 个 线性 映射 ， 则 有 
dimker(o) + dimlm(o)= п (1) 
证 明 如 此 选取 7 的 一 个 基 
G, as , °, Gs, Asir 55 Gn 
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使 得 cs s Azay "y as 是 Rer(a) 的 一 个 基 б 
ҮЁЄСУ, # 
£= Буа, + Аааа + БВ; + рос Hte + Ra Ga 


易 得 0 (5) =А,0(а,) + А,0(а,) + +++ RsO(Gs) + bs, iG (Gs. ) 


+…+RnoCan)。 因 ok，az，，…，Cs 是 per(a) 的 基 ， 所 以 
с(а\) =0 (а) =: =o(as)= 0. W 
с (Ё) = Р.с (аѕь) ++ Ас (а). 
因此 ， olasi), "~, а (asa) ЖГт (о) 的 生成 元 。 
ХНЁ: о lass) + tko Ca) = 0 可 得 
о (R;aasa t рав) = 0 
Елау + thranEker (0o) 。 
从 而 有 
Е ласка + + Кап = Еа + tka, 
即 
Ва t'e + а – krias = = лап = 0. 
所 以 有 Ri = В, = 6. = В, = Rs. = =R, = 0. 这 说 明 ， 
olası) "ә с (а) 线性 无 关 о (asa) д”, 
с (aa) 1 (с) Ж. 
ВИ, Фтйег Ço) =s, dimlm (o) =п— .因而 有 
dimker (G) +dimlm (o) =n. 
推论 1 ЖЖ ЖЕК ЕН, о, ТЕУ 
变换 ， 则 
dimlm Сот) =dimlIm(t)— dim (Im(t)(Nker(o) ) 


证 明 ”将 0 限制 在 子 空间 r СИ) 上 ,得 oc | то ТО) 
到 7 的 一 个 线性 映射 ， 由 定理 1 得 
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dim ( her(o)[ Шт(т) ) +43тТт(от ) =4їтЇт(т) 
Bp 

dimlm (or) =dimlm (т) —-dim(Imlr){\ker 
(o)) . 

推论 2 БА. ВЕЖЩАЕРЕИтх n, пх5 B, MM 

r( AB) =r(B)- dim ( R( B) INCA) ) 

=r(A)-dim(R(A)NN(B')). 
其 中 RC(B)={ X] BY=X,Y EFs}, N(4A)={ X | AX 
=0,ХЕЕ" } ЖЕ 的 子 空间 ，r(4)= АЮ. 

证 明 将 4 限制 于 子 空间 R( B)， 则 A4 可 看 成 R(B) 到 
RR(A) 的 一 个 线 ЕЮ 射 4 | acs)，、 其 象 为 RC( A4B) ， 核 为 
RR(B) 门 NV(A) .于 是 由 定理 1 得 

dim С R(B)(\N(A)) +dimRCAB) = dimR(B) , 
Хе dimR САВ) =r (AB), dimR(B) = r(B) 。 故 有 

r( AB) =r(B)-dim ( R(B)(INCA)) 。 

H-Fr(AB)=r (САВ), ) = (B' А), (А) = СА)» 
ХВ’ A ВАК САВ) = (В) — іт ( К‹В)Г\МС А) 即 得 

"САВ) = тА) – іт ( РОА )(1МСВ')) . 

下 面 举 例 说 明 上 述 公 式 的 应 用 。 

例 1 证 明 Sylvester 不 等 式 

r(A)+r(B)-n<r(AB)<min(r(A), т(В)). 

其 中 .4 为 % 列 ，B 为 % 行 。 

证 明 由 推论 2 可 得 

r(AB)=r(B)- ат ( R(B)MNN (GA) ), 
їп (4) = іт (А) > ат ( R(B)[ СА) > 0 .所 以 

г( АВ) = (В) ~ dim (RGB) 门 NC4) ) 
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>(В)- (n—r(A)) =r(A)+r(B)=-n, 
又 由 推论 2 ШВ (АВ) (В), r(A). WA 
тСА) +r(B)—- n<r(AB)<min (r(A), r(B)) . 
2 证明 Frobenius 不 等 式 
r(ABC)>r(AB)+r(BC)-r(B). 
其 中 4、B、C 分 别 是 m xn , nxi, 1х5. 
MEB 由 推论 2 
r(ABC)=r(BC)- dim ( RIBONNA)), 
r(AB)=r(B)- dim ( R(B)NN(4)), 
上 两 式 相 减 得 
r( ABC) =r(4B)+r(BC)-r(B)+dim ( R(B)N\N 
(A)) ~ діт ( R(BO) INCA)) 。 
ARBOS РОВ) ==> RBONN(AERNN A 
=>dim ( R(BANN( A) ) -dim RI(BONN A) ) > 0. 
所 以 r(4BC)>r(4B)+r(CBC)-r(B) 。 
013 设 0,75 都 是 n 维 向 量 空间 V 的 线性 变换 ， 证 明 
dimker(or)<dimker(o) tdimker(r) 。 
证 明 由 定理 1 、 推 论 1 得 
dimlm(or) = dimlm (т) — dim С1т(т)[`Еег(о) ) 
dimlm(or)+ dimker(or)=n, 
dimIm(t)+dimker(t)=n. 
于 是 得 š 
аітАег(от) = dimker(z)+dim ( Im(z)[ lher(o)) 。 
因 7Tm(r) 门 Rer(a) Eker(o), ЖаїтЁет(о):>аїт 
< 1т(т)[Ёегт(о)) „ТЫ 
dimker(or)<dimker(z)+dimker(o) . 
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#4 RE 

(а) r(AA’)=r(4); 

(b) r(AB)=r(A) ‚эң BITNE ; 

(c) Ж Ат хп, Жут, C 为 r хт“ Ë, 秩 为 
т, 则 r(CA)=r。 

证 明 (а) 由 推论 2 得 

САА) = СА) – аїіт С РСАГМСК) ) a 
RZ 证 明 R(4') 门 WC4) = { 0 } .事实 上 , 在 标准 内 积 


Т,УХЕМ( 4) <=—ХЕМ( 4-5 ХЕ RCAD=X 6 
ІА) ЭМА) = R1(AD).8 RCADC INCA) = { 0 }. 
(b) 由 推论 2 得 
r(4B)=r( 4)-dim ( RCAD INCA). 
由 于 B 可 道 ， 故 B’ 也 可 逆 ,因此 N(B’)={ 0 }. 故 
dim ( ВАД М(В”) = 0 
МВА) = 04) 
(с) 由 推论 2 得 
r(CA)=r(C)- dim (RICONN (A) 。 
由 于 .4 的 秩 为 m， 故 4/ 为 2x 和 mn 矩 阵 且 秩 为 mm。 易 知 4/ 三 = 0 
джан. 即 VCA4')={ 0 }。 所 以 
dim ( R(CY)MN(A’)) = 0% 
从 而 r (CA) =г(С)=г. ЕФ 1 
例 5 #r(CAT) =r《 Ar+!)， 则 7r( 4")=r(A"*! у, 
当 n 二 m 。 
证 明 由 推论 2 得 
r(4ati)=r(4a)-dinr(RC4a)mNC4) ) 。 
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由 题 设 知 N CA ПРЕСА") ={ 0}. 又 因 R СА) 
ЄРСА"“ у, Шт, ЯМ C A) ПРСА") =í 0 }, Щ 
n 二 m。 于 是 再 利用 推论 2 得 

r(4atl)=r(4a)-dim(NCd) 门 Rd) ) = 
r (A). | 

$6 BA ВфЖтхт , WA 


A 
r(A+B)=r(A)+r(B) -dim cR | Е J n 


N CIm: In) -ат СЕ( 4”)Г\Е(В'”)) 
A <r(4)+r(DB)。 
且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 RC(A) 站 RC(B')={ 0 ), АСА) 


MR(B)={ 0}. 
А 
证 明 注意 到 4+B= Cat Lad ( Ж ЕСЕ 
得 
4 А 
"CA+B) = [ ] -4т Св ( па а 
В В. 
Бый" 
4 
м, | й |+ (4'}В/у =dimR СА’ В” 
= діт < ВС + ВСВ’) ) зат (АР) + 
dimR(B')- dim ( RCADT IRB ) = 


r(A) +r(B)- dim (RCADNRB ) , 
АШ 
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| 4 
rCA+B) r+ B) -dim CR Р | nw 


Cmi I.) -dim (Ё(А')Г\РСВ”)). 
因此 r (4+B》<r(A4)+r(B)。 且 等 号 成 立 的 充 要 条 


A 
ПВ =t 0 ), R C J mw Ca iIa) 


={ 0}. 
考 虚 r(A'+B')， 得 RCA) 门 R(B)={ 0 } 亦 为 等 号 成 
立 的 必要 条 件 。 然 而 , 当 R(A) 门 R(B)={ 0 } 时 , 任 给 rER 


A A 
| ПМ (121) ›8х -[ jen (Im: Im) 
B B 


4 
| > В | t= 0=At+ Bte 0At =B -1) є 
RCA) NRCB) => = - Ві= 0=r= 0 
А 
因此 | | псы = 0 }。 从 而 得 知 充 要 条 


件 为 RCAY 门 RC(B')={ 0 }, RKAÆNRB)={ 0}. 
证 毕 1 
ШТ o 是 数 域 F 上 的 x 维 向 量 空 间 信 的 线性 变换 ， 证 BH 
dimlm Со?) =dimlm (о) €= Im (о) kerlo) 
=V. 
证 明 由 推论 1 知 
dimlm(o’)=dimlm(o)— dim (Im(o)fNker(o) )， 
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则 dimIm Co? у =dimlm(co)€=>dim ( Im(o)[ )ker(o)) 
= 0€=[Im(o)[ lker(o)= { 0 }。 结合 定理 1 
dimlm(o) + dimker(o) = n, 
即 得 
dimlm(o*) =dimIm(o)e= Im(o)@kber(o)= V. 
#8 jJ AJNmxm0EBE, r(A)=1. МАНЕЖ, 
ЕО ЕВ. ВЕН 
тВ)21+5-т 。 
证 明 不 妨 设 取 4 的 ki, kase … Rs 行 „ФЕ, = (aii)nny 
(1, ЗИ 1<t<s. 
其 中 aij= bi 
| sasa Е у 由 推论 2 得 
(Е, А) =. (А) -ат (Rd) 门 NGE)) 。 
Ни (СЕ, ) = s 及 定理 1 得 ; ат СМСКЕ.) ) =т-5. Tü, 
КОМЕ: = М(Ез). 所 以 
Чт С ВОФГИКЕ.) ) <т-з. | 
+.r(B)=r(EsA)>r(A)—- (т- 5) =1+5- m. 
例 9， 设 .4 为 ? 阶 复 矩阵 ， 则 
тСА“Ау=тС АА“у=т( А). 
其 中 4H= A C 3896863), 
证 明 由 推论 2 得 
r(4247=r(4)-di (Rd) 门 NG42) )， | 
HR ФЖ ШЕСА)Г\ҮСА“у={ 0). УХЕВСА)Г| 
NCA"), 则 X=AY, #X=0. 
ҮЄС"==—А*#АҮ = 0 =Y" A AY = 0 => 
АҮ=0. 
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ДХ = 0， 记 以 Rd4) 门 NGC4) = { 0 }. WATE, 
САМ) =г( 4). Е 1 
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+=. 车 当 标准 形 的 几 个 问题 


所 谓 车 当 标 准 形 问题 ， 包 括 如 下 两 个 方面 ， 一 方面 ， 是 
要 证 明 任意 一 个 ? 阶 复 数 矩 阵 都 有 若 当 标准 形 ， 即 证 明 

定理 ”每 一 个 z 阶 复数 矩阵 4 都 与 一 个 若 当 矩 Ы, 
这 个 车 当 形 矩 阵 除去 其 中 车 当 块 的 排列 次 序 外 是 被 矩阵 4 唯 
一 决定 的 ， 它 称 为 4 的 若 当 标准 形 。 

另 一 方面 ， 是 要 给 出 一 个 方法 ， 按 照 这 个 方法 ， 对 任意 
一 个 n 阶 复数 矩阵 4、 都 可 以 求 得 4 的 车 当 标 准 形 8B， 或 者 更 
进一步 ， 求 出 一 个 n 阶 可 逆 复 数 矩 阵 了 《这 里 称 为 演化 矩 
№), ， 使 得 

T-!AT = B. 


1. 车 当 标准 形 问题 的 一 个 初等 解法 
一 般 高 等 代数 ( 或 线性 代数 ) 教材 解决 若 当 标 WE JÉ 问 
题 ， 都 引入 了 4 一 矩 陈 及 其 不 变 因 子 、 初 等 因子 等 一 系列 新 
的 衬 念 和 方法 ， 这 里 提出 一 个 比较 初等 的 方法 ， 它 完全 建立 
在 向 量 空 间 和 线性 变换 基础 之 上 ， 不 需要 引入 新 的 知识 。 
下 文 所 提 到 的 矩阵 和 向 量 空间 都 是 复数 域 上 的 ， 而 此 处 
”所 说 若 当 块 ， 形 状 为 
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A 1 0 … 0 0 


0 41 о .0 
оо о. å | 
о о 0... 0 4/ 

ЖАПЕ ЕА, 


证 明 对 矩阵 4 的 阶 数 "用 数学 归纳 法 。 
当 #= 1 时， 一 阶 矩 阵 本 身 可 看 作 若 当 形 矩阵 。 
т> 1 且 对 一 切 阶 数 小 于 ?的 矩阵 都 相似 于 一 个 # 当 
ЖЖЖ. ЖЕК, ПЕРА. 
我 们 将 4 看 作 % 维 向 重 空间 7 的 线性 ЗЕ йо Ж Р Æ E, 
上 ，…， 细 的 矩阵 。 任 取 的 一 个 特征 ЖА, Жа, Жо 的 
属于 特征 根 和 。 的 特征 向 量 ， 将 4, 扩充 为 广 的 一 个 基 a,， 


а, as ,那么 0 关于 这 个 基 的 矩阵 是 一 个 与 4 相似 矩阵 4， 


Мә а,, % ап 


НА, An- 1B2EBE, НАЯ, FEEN- rn 846 
ЕТ,, & 
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J, 0 
T'A, T,= J, 
N 
0 


为 车 当 形 矩阵 ， 令 


BATRE TAT = 83 有 如 下 形状 ， 
Ao b,a +* b,n 
о Г, 


0 


其 中 J 为 形 如 


ШУН, 因此 ， 存在 V 的 一 个 基 P， ‚В, s’ Ва , 使 线性 
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变换 o 关 于 这 个 基 的 矩阵 为 B.。 
如 果 o 至 少 有 两 个 不 同 的 特征 根 ， 不 妨 设 入 天 和 。， 并 设 

ЈИ п-т 1<т<п- 1), 
取信 的 基 Y1 Yaa Yao у= Pi,i=1 


› 2, v ту Yj 
. bims: 
= хб +, 1=т+1, --- n, 其 中 zn, = 一 一 一 , 
tT Ào 
bi 一 zi-i . 
Г 一 一 ， ji=m+2, =, n, PARME 
和 一 入 。 
有 | 
обрт) = 入 kym+t 9 
i=mt2 p ° n, 


于 是 c 关 于 基 ?:,，?y:，…，?ya 的 矩阵 C 与 4 相似 ， НЯ 
如 下 形式 


o (yi) = 人 -1 十 Xkyiy 


otb., ++ b,m 0 + 0 


ол, с, 0 
“| SN “С р 
: N 
; ры 


， 对 C, 使 用 归纳 假设 ， 不 难 证 得 C《 从 而 4 ) 相似 于 一 个 . 
BAPER. 


现在 设 和 ,为 0 的 n 重 特征 根 ， 则 在 矩阵 B 中 ,= 和 ,=… 


=M =) a, RW, ,Js，…，Jtk 的 第 一 列 在 B 中 的 位 置 分 
别 为 第 s,， Sss s 5.0], 分 三 种 情况 讨论 。 


1 м5, , э bis, g." | bisr 中 至 少 有 一 个 是 & 9 不 
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妨 设 b1st = 0 (C 否则 适当 调整 8, ,PB,,…,P: 中 疝 量 的 次 序 便 
可 得 到 这 一 点 )， 令 
Yi= ĝis i=1, 2, “ers зү—1, Yi=b,i Pf. +В, 
j= 5, б, п-1, га = Ву 那么 o 关 于 基 Y,， Yap **°, У 
的 矩阵 C 有 如 下 形状 ， 
№ b,a ы bask- 0 … 0 


0 J, C, 0 
C= ; SS ЕО 12. 
Jx; 
0 Jı 


WAER, CATA) 相似 于 一 个 车 当 形 矩阵 。 

2 ) 若 矩 阵 B 中 ，k = 1 而 b,, 夺 0。 今 

Ү,=В,, Yi=zishat+risBs + + Tii- В: +18, 
i=2, 3, се, п. 
适当 选取 zij， toC Yi) =Yi-i1t+ 和 oYi，i=2,3,…7, 这 是 
可 以 作 到 的 ， 事 实 上 ， 只 要 令 zi= - АН 
Yi-139 "9 01-1 1-5 已 求 得 时 ， 令 


mi Ís - ет +TZi-isb оер i-s 
12 
Ь,:), 21 =11-, j-i 1=3, 4, +з, is 即 可 。 


刚 c 关 于 基 Y,，Y:，…Ya 的 矩阵 为 若 当 形 矩 阵 


(№ 1 


3 ) #ТЕШ ВЕ > 1 НЬ,,, bis，…，bist 均 不 为 零 ， 
不 妨 设 J 的 阶 数 不 超 过 ,的 阶 数 ， 并 令 

Ү= В» i= 1, 2, s st- Ysr= Узы, В, + В» 
Ys +i =Zs +19, +zs +i + Вуна + 


znsBs 十 … + ray-s tabBa-s +2 +p:， 与 2 ) 类 似 ， 可 适当 
选取 zijy 使 得 


g (rsk) = Луз O (Yi) =Yi,-T À Yi sJ = 5+1 , 
… ，1# 。 于 是 c 关 于 基 ?:,，Y:，…，Ya 的 和 矩阵 C 形 状 为 
Ла bi: bis ... bis -: 0 ... 0 


0 7, | со 
c=, УХ (0 
`Ü 
1-4 
0 1 


进而 可 证 明 C《 从 而 4 ) 与 一 个 著 当 形 矩阵 相似 。 
关于 与 9 阶 矩 阵 4 相 似 的 车 当 形 乍 阵 除 去 车 当 块 的 排列 
次 序 外 ， 由 4 所 唯一 确定 的 证 明 此 处 从 略 。 
下 面 我 们 将 给 出 求 矩 阵 的 若 当 标准 形 方法 。 


先 简 要 证 明 下 述 事实 。 

命题 1 ” 设 和 是 #x 阶 矩阵 4 的 s(s 二 1 ) ERER, r= 
# (41-4), МЕЖ. ЖА, 

(i ) FEER, {йту=п-,Н г >г‚ > >r = 
Тень 此 处 ro = n, ЗЕЕ 

Cii) м rir ren Ф= 1, 2, =, ks 


(їй) т=п ni， 那么 矩阵 4 的 车 当 标准 形 中 ， 与 
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特征 很 人 对 应 的 〈 即 主 对 角 线 上 元 素 为 的 ) 若 当 块 阶 数 不 超 
过 ， 且 1 阶 车 当 块 有 《 mt 一 mtri ) 个 tf，= 1, 2, + k. 

证 明 РАМУ В, АА В, Wm Ç XI 
-A)~OI- В), 更 一 般 地 ， 有 (MIT~B)i~(X1-B)i, iX 
正 整数 。 故 秩 (47-B)i=ri . 

设 在 矩阵 中 中 ， 与 特征 根 人 对 应 的 车 当 块 共 ! 个 ， 其 中 j 阶 
# 314, j=1, 2, esk, I=l +l, + +, ЖА 可 
求 得 
ri=n-l,r,=n— 21+1rs=n- 31+ 21 +1,, 一 般 
地 ， 

ri=n-il+(i-l)1+(i-2 21, ++. 


Д, љ=п- + Ck- 1 11+ (Е-2 1 ++, = 


РАСЫ +l, ++i) + (hkR-1 124 (R-2 1, ++ 


чаев ~ 21, - hh =n-s, 


命题 中 其 余 结论 不 难 证 明 。 

根据 上 述 命题 ， 求 矩阵 A 的 车 当 标 准 形 可 采用 如 T JP 
SE, 

1) 求 出 矩阵 4 的 所 有 不 同 特征 根 及 其 重 数 ; 

2) 对 每 一 个 特征 根 )， 按 命题 1 所 提示 的 方法 确定 
.4 的 若 当 标准 形 中 与 该 特征 根 对 应 的 各 阶 车 当 块 的 个 数 

3) 根据 2 ) 的 结果 写 出 4 的 若 当 标 准 形 。 

在 2 ) 中 ， 应 注意 的 重点 在 于 矩阵 (XI-4 )i 的 秩 ， 
而 不 是 这 个 矩阵 本 身 ， 故 可 采用 下 面 的 办 法 简化 计算 。 

先 对 (和 I ~ 4 ) 施行 初等 变 换 ， 化 为 B, WA В, 
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-这 里 Bi-( А). 。( 当然, 由 于 不 作 列 的 变换, 了 ， 
不 一 定 有 此 整齐 的 形状 ， 这 是 无 关 紧 要 的 ) 。 

招 01-4 左 乘 以 B,, 对 所 得 乱 阵 施行 行 的 初等 变换 化 
为 B,， 这 时 ,可 以 看 作 由 (XT - 4)* 施 行 行 的 初等 变换 的 结 
Ж, КВ, = rs, 依次 进行 直到 求 得 Bt， 使 秩 Bk = n— 为止 ， 

现在 再 讨论 演化 拓 阵 的 求法 。 我 们 将 " 阶 和 矩阵 4 看 成 n 元 
列 空间 ,的 线性 变换 换 o 关 于 标准 基 s :，c4，…，es 的 乱 阵 ， ` 
设 ,，X4,…， 和 为 0 的 所 有 不 同 的 特征 根 , 由 外 阵 人 相似 于 
一 个 若 当 形 抵 阵 容易 证 得 


命题 2 И=Ёе!(о-), "1 ФЕег(а-\: ) POD 
Веро) “t。 这 里 i 为 4 的 车 当 标准 形 中 对 应 于 特征 根 
和 的 若 当 块 中 阶 数 最 大 者 的 阶 数 。 


下 面 用 下 示 o 的 任 一 特征 根 而 用 表示 相 应 的 hi( 这 里 
的 k 与 命题 1 中 的 & 一 致 ) 。 


显然 her( o -和 ) "就 是 齐 次 线性 方程 组 


т, 0 
OIA)" EH 0 | (1) 
za 7 0 
的 解 空间 。 


要 求 齐 次 线性 方程 组 ( 1 ) 的 一 个 基础 解 系 { а,,, 
бп» ©з, "s ©;п;, "08, ° (Сүйү }， 使 得 

` (а-А) а= 0, ij=1，2，… n, (а- А), 
=i і= 2, 3, `“, А, j=l, 2, =, n. 
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为 此 目的 ， 我 们 首先 注意 到 ker(o- 入 )Sper(o- 
入 ) "三 …per (ac- 入 )k， 故 可 求 得 ( 1 ) 的 一 个 基础 解 Ж 
{ >, ата» En Ern } ,使 { E с" 


бала» о Éil, е, Éim } 为 齐 次 线性 方程 组 


Tı 0 
өгө); 1 
za 2 ` O 


的 基础 解 系 。 由 命题 1 qn 22 2>nk 。 
wm Же>1, ЖЩ (с-А) ёр, s CoA) Ern 2R tE 


RR METER i “5 ба, ， 中 mx 个 向 量 ， 使 所 


ВЕ, о зл», ,线性 无 关 。 若 8- 工 > 1， 


МОНЫ Сол у, цп. BË... 


О И 
- 


线性 无 关 ， 依 次 进行 下 去 ， 最 终 得 到 的 向 量 组 经 重新 排列 ， 
即 为 满足 条 件 ( 2 ) 的 一 个 向 量 组 ， 容 易 证 明 这 个 向 量 组 线 


性 无 关 ， 因 而 可 作为 齐 次 线性 方程 组 ( 1 ) 的 一 个 基础 解 
系 。 


把 对 每 一 个 特征 根 求 得 的 相应 的 齐 次 线性 方程 组 ( 1 ) 
的 满足 ( 2 ) 的 基础 解 系 放 在 一 起 ， 适 当 排 成 gap аа, е, 
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ke 


0,， 使 得 每 一 向 量 ai 或 者 是 0 的 一 个 特征 向 量 ， 或 者 满足 o 
-入 )ai=ai-iy оба) = gi, +Ла;, 

ais Gs аһ ЕДЕ ЕТ МТ, ВТУ АТ 
为 4 的 车 当 标准 形 。 


2. 训 开 求 初 等 因子 化 为 矩阵 若 当 形 


化 一 个 一 般 ? 阶 方 阵 为 若 当 标 准 形 ， 目 前 一 般 的 线性 К 
数 、 高 等 代数 教材 ， 大 都 利用 初等 因子 方法 ， 但 无 理论 证 明 
或 实际 计算 。 有 的 教材 ， 从 理论 证 明 到 实际 计算 ， 完 全 抛 开 
初等 因子 ， 由 计算 《4- ME ) 的 各 次 乘 短 的 二 阶 差分 来 
确定 车 当 形 ， 其 理论 部 分 要 另 砌 炉灶， 实际 计算 要 做 较 多 的 
矩阵 乘法 。 下 面 我 们 避 开 求 初等 因子 的 繁杂 运算 ， 利 用 矩阵 
的 若 当 形 和 它 的 特征 根 、 特 征 向 量 间 的 联系 ， 用 循环 向 量 法 
求 车 当 形 ， 理 论 部 分 仍 借用 现 有 教材 中 的 初等 因子 理论 。 

定义 设 和 是 n 阶 方 阵 4 的 一 个 特征 值 ，Po 是 4 的 属于 
ЖЕНА, 的 特征 向 量 ， 若 有 k 个 非 零 向 量 P,，P,…， Px 
使 得 

(ME-A)Pi=-Pi:, (i=1, Xes №), 

则 称 P,，P,，…，Pk 为 P, 的 循环 向 量 。 

命题 〈 1 ) 某 个 特征 向 量 的 循环 向 量 的 个 数 加 上 1 等 
于 它 所 对 应 的 若 当 块 的 阶 数 。( 2 ) 所 有 的 特征 向 量 和 它们 
的 循环 向 量 组 成 演化 矩阵 P。 

证 明 设 w 阶 方 阵 4 相 似 于 若 当 标准 形 J， 即 有 可 北 矩 阵 
P, 使 得 

РЇАР=1 ( 即 АР=РЈ) 

其 中 
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J= S ， 而 Jk= ` 


(k=1, 2, =, r) 
Аа» А зе )* 是 .4 的 特征 值 。 
ЖР,, Р, ө 了 是 演化 矩阵 己 的 "个 列 向 量 ， 则 
АСР,, P, "s Ра) = (也 ,，P,，…，Pu) 了 
设 Jx 的 左上 角 第 一 个 Mt 位 于 若 当 形 了 的 第 六 行头 列 ，w 
是 sr 阶 若 当 块 。 则 由 矩阵 的 乘法 可 得 
АР, = Рһ\, 
APir+1 = Pir +MP issis 
APir+2= Ра +A Раз, 
АРь+(ть-1) = Pix+( ni-2) + MxPjrr (nr-1) 
于 是 
(A E- 4) Pix = O, 
( ME- A ) Ра = "я - Р, 
(ME-A) а үн 
(ME- А) Р,к+(пь-1) = ~ Ру nt-2) 
因此 Pix 就 是 4 的 特征 值 Xt 的 一 个 特征 向 ЖЫШ Рк, 
Pit+2，…，Pist(nxr-1) 就 是 Piz 的 循环 向 量 。 所 以 4 的 特征 
向 量 的 个 数 就 是 4 的 车 当 决 的 个 数 r， 第 k 个 特征 向 量 Pi 的 循 
环 向 量 的 个 数 加 上 1 就 是 4 的 第 k 个 车 当 块 的 阶 数 mt:。 所 有 的 
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特征 向 量 和 它们 的 循环 向 量 组 成 了 演化 矩阵 已。 
例 1 设 五 阶 方 阵 4 如 下 ， 求 4 的 若 当 标准 形 。 


1 0 0 1-1 
0 1-2 3-3 
4=|0 0-1 2-2 


1-1 1 0 1 
1-1 1-1 2 
М 由 于 | 和 XE-4|=(AX-1) C A+1), 因此 4 
的 特征 根 M, = 1〈 重 数 是 4 )， 入 ,= -1( 单 根 ) 
XFA =1, ЖИЛ O,E- A)u=0 得 属于 入 ， 
= 1 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 а, = (1， 1，0，0， 
0)，a=(0，0，0，1， 1). | 
АР, =а,', | 由 (和 -4) P,= 上 -了 , 解 得 P, 的 循环 向 
ЖЕР, = (0, 0, 1, 1, 0)”, СА,Е-А)Р, = 
-Р,, ЖУТУ, ЖР, = a, 人 已 无 循环 向 量 ， 而 演化 矩 
阵 忆 的 第 三 列 向 量 Ps = a,” 
4 的 若 当 标准 形 只 能 是 
1 1 0 O 
0 1 0 0 
J=|0 0 1 
0 0 0 1 
0 0 0 0- 
ЖЕНЕ (A E- A)P,= -P,, ИВР. = (1, 0， 
0, 0, 0)’. WA,=- 1, (А,Е- 4) п= 0 的 线性 
无 关 的 解 是 cs:= (0, 1, 1, 0, 0). а аз”, BH 
得 演化 矩阵 


| | 


\ | 


— 


0 
0 
0 |, 
0 
1 
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1 0 0 1 O: 
1 0 0 0 1 
P= ‹Р,, ‚ P.) =| 0 1 0 0 1, 
0 1 1 0 0 
0 0 1 0 01 
使 P-14P=J。 | 
Я2 求 下 矩阵 4 的 若 当 标准 形 。 
-1 -2 6 
2-21 0 J 
-1 -1 4 
和 +1 2 -6 
М |Е-А|=| 1 入 -3 |=(-1)°, 
1 1 X- 4 


ЖАЯ ЖЕНА = 1 。 


MAE E-A) e u= 0 ,得 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 


,=(-1, 1, 0), а,= (3, 0, 1 ) , 则 .4 的 车 
当 标 准 形 是 


1 0 0 
ok 1 1} 
0 0 1 
由 于 方程 (1 Е-А)и=-а,', (1 .已 -4)u= 
-a ЗЯ, KTA P, =а,, P, = са, + oa, = 
(-с, + Зс, » сү, с, )', сү, СЕ. МНС 1 
sE- А)ц= -Р,, 得 w= з= (—c, 0, 0)”, H 
С: ЕС, о Жс,=с,= 1, МР, = (2, 1,12”, Р, = 
(-1, 0, 0)”, 于 是 有 
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-1 2 -1 
= 11 о |, варт 
0 1 0 
з. 车 当 标准 形 一 个 老 的 证 明 


这 里 介绍 的 一 个 矩阵 若 当 标 准 形 的 证 明 方法 ， 是 一 个 极 
妙 的 简单 证 明 。 因 为 它 的 证 明 ， 从 开始 到 结束 ， 仅 用 了 归纳 


和 高 斯 消 元 法 。 
下 述 的 讨论 全 限制 在 复数 域 中 。 
1)。 基 本 知识 
i i 
1% 1. 
` 
OQ `. 1 i 
`; | 
1 s... 0、 j 
Ë І пхп 
i 
1 
` 
1 
РКЕ) = k ; 6+ 0 
1 
` 
12 пхп 
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1 
` 
1 h i 
Pi;(h) = ~ 
1 1 
` 
1 -nxn 


称 Pi 为 换 法 矩阵 ，PiC h) 为 倍 法 矩阵 ，Pii (h ) 为 消 
BER, ЗЕ, Р =P, Р, Ch) =PiC1⁄k), 


Py 
Ру Ch) =PiC ~h) 


2°. 设 4= (aii) nuns B= (C bij) nun 


令 P 是 若干 个 换 法 算 阵 的 乘积 ,车 P-'AP=B， 则 称 4 
置换 相似 于 B。 


令 D 是 若干 个 倍 法 矩阵 的 乘积 ， an o: B, ИЖА 
对 角 相 做 于 B。 用 diag (4, 4,, dn) в. ИАН 
阵 ， 其 对 角 元 为 di， d,, | dno 

特别 地 ， 著 


| о 0 0 »» CGn~isyn-i Cn-ssn 
0 0 /0 сом 
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其 aii 0 (i= 1, = п-1), 只 要 我 们 取 慷 = 
diag( 1, 1а, lZawna,s 1/ars, “ar-in)s 
则 


Ф 1 0 о 0 


0 0 0 ° an-ln-i 1 


0 0 0 … 0 am 
令 T 是 若干 个 消 法 甜 阵 的 乘积 ， 若 T~A4T = B， 则 称 4 组 
合 相 似 于 B。 
我 们 看 一 下 4 经 过 一 次 组 合 相似 是 如 何 得 到 B 的 。 


Р В) АР Ch) = Pu <-> APi(h) = BG j) 
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i Gil 了 


1 


《此 图 示 为 上 三 角 阵 的 一 个 组 合 相 似 》 
它 是 把 4 的 第 ; 列 的 /倍加 到 到 第 7 列 上 去 ， 然 后 再 把 
АР: (в) С-В) 倍加 到 第 ; 行 上 去 而 得 到 BB， № 


别 地 ， 车 4 是 一 个 上 三 角 阵 ， 且 i<j, 则 Ph) АР. Ch) 


= B 也 是 一 个 上 三 角 阵 ， 而 它 仅 在 第 i 行 第 i?，j+1，…n 列 位 
置 上 和 第 j 列 第 1，2…，i 行 位 置 的 元 与 4 不 同 , 其 他 元 不 
变 。 如 图 ( 1 ) 所 示 。 

ВИЖ C i, j) 元 ， 可 由 下 式 给 出 。 

Бу = ау +В Сац - а) (i<i) (1) 
这 样 Шаца, RITËS -~ au/ C aa - aji ) # 
bij= 0。 

3°. ЖААНЫ РВА ЕТ ЙЕ РЕР, WP < AP = 
23， 因 为 一 个 可 逆 阵 是 初等 矩阵 的 乘积 ， 所 以 矩阵 4 与 矩阵 有 
相似 的 充 要 条 件 是 4 经 过 一 系列 的 置换 相似 ， 对 角 相 似 和 组 
合 相 似 而 的 到 B 

2 )。 若 当 标准 形 的 证 明 

定理 1 (Jacobi ) 任 -nxw 复 数 阵 都 相似 于 一 个 上 


三 角 和 矩阵 7， 且 了 的 对 角 线 元 是 4 的 8 个 特征 值 ， 并 可 适当 选 
择 T， 使 这 些 特征 值 ， 按 指定 的 次 序 出 现在 主 对 角 线 上 。 
本 定理 的 证 明 在 一 般 的 线性 代数 教科 书 中 都 可 以 找到 ， 
故 略 去 不 证 。 
定义 ”如 下 形式 的 & x АВЕ 
а 1 
а 1 


Ја) = `, br › XEJ,(a)=0, 
a 
叫做 一 个 若 当 块 。 
定理 2 任 一 个 ?xx 复数 矩阵 4 相似 于 这 样 一 个 矩阵 ， 
这 个 矩阵 是 车 当 块 的 直 和 。 


证 明 分 三 步 ， 设 4= С aij ) nxne 

1). 由 定理 1 ， 存 在 一 个 可 逆 阵 P， 使 P-:4P=T， 人 了 
是 一 个 上 三 角 和 矩阵 ,相等 的 对 角 元 连续 地 排 在 一 起 ,由 于 矩阵 
的 相似 是 一 个 等 价 关系 ， 具 有 传 着 性， 因此 我 们 下 面 仅 对 了 
进行 论证 就 可 以 了 。 

ii)。 假 设 工 的 对 角 线 上 至 少 有 两 个 不 同 的 元 ， 这 时 7 有 
UFER: | 

Ту х 21541 * Zin 

T= С 0, пф C si BoE ) 

( 1<s<n) 

这 里 T ,是 对 角 元 为 a 的 上 三 角 和 矩阵 ，7Ts 也 是 上 三 角 矩 
阵 ， 但 其 对 角 线 上 的 元 都 不 等 于 a， 利 用 上 面 所 说 的 组 合 相 
以 (图 1 ) 及 ( 1 ) 式 ， 能 使 的 每 一 个 元 都 变 成 零 而 不 改变 
了 T, 和 Ts， 我 们 可 以 按照 Zss4 4 一 Zss+2 一 "Zsn 一 Is-1s+1 9. 
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ms raz BJ KP 一 个 一 个 地 使 zij 变 为 零 ， TA 8 
变 T ,和 7:， 这 样 7 了 就 相似 于 T ,和 7 了 ,的 直 和 。 如 果 T; 的 对 角 
元 不 全 相同 的 话 ， 我 们 可 以 重复 这 些 步 又 于 T:， 继 续 下 
去 ， 最 后 我 们 可 得 到 了 相似 于 上 三 角 和 矩阵 的 直 和 ， 而 每 一 个 
上 三 角 和 矩阵 其 对 角 元 是 同一 常数 ， 且 与 其 他 的 上 三 角 和 矩阵 
的 对 角 元 均 不 等 。 那 么 ， 只 要 证 明 能 把 直 和 中 的 每 一 个 上 
ЕЖЕ, ОИЕ, ВЕЗЕТ ТЯ Ч 
标准 形 。 下 面 我 们 就 假设 7 是 一 个 对 角 线 上 元 都 相等 的 上 三 


角 阵 。 
iii). Ж 


”对 于 了 的 阶 数 % 用 数学 归纳 来 证 明 7 相 似 于 车 当 标准 形 。 
从 而 完成 定理 2 的 证 明 。 


当 n= 1 时 ， Т= (a), 它 已 是 若 当 标准 形 。 
当 %= 2 时 ， 这 时 


a b 
Т= 


0 aa/ 
如 果 1 = 0, Тад ИИ. р 0, ЖР, (Б) 
1 0 а 1 
© ia) ‚ MP TP= N o .) 18 
就 是 若 当 标 准 形 。 


现在 假设 了 的 前 (2- 1 ) x (п- 1 ) 主子 阵 s， 相 似 于 
一 个 车 当 标 准 形 下 , 即 存在 一 个 可 逆 矩 阵 Q， 使 RQ-:SQ = Е 


Q 0 
%Р= (5 1 ) 则 ， P-ITP=T,， 其 中 
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ГЕ | * 
| 

. | * 
| 
| 

T,= | | 
| 

| * 
| 

一 一 一 | 一 一 

0…0|.a nxn 


F 是 (n- 1) x (n— 1 ) ЖИ. B AGB BEET Hi 
后 一 列 除 对 角 元 a 外 有 一 个 非 零 元 h， 且 h 与 F 的 某 一 车 当 块 


“中 某 个 1 位 于 同一 行 上 ， 设 在 等 行 上 。 


为 说 明 问 题 我 们 举例 
a 1 | | х. 
O yq u S го «р 
р | 
ИТ, = | а 1 | * 
| a 1 | А |i=4 
| a 1 | * 
| | 
| | 


7: 中 没 出 现 的 元 均 是 零 。 我 们 证 明 ， 可 以 通过 相似 Ж 换 消 
去 这 个 Ap 在 7 了 ,的 最 后 一 列 且 与 一 个 1 位 于 同一 行 ) „Ж 
ЖЕ, T :的 第 5 列 的 ( — h ) 倍加 到 第 7 列 和 第 7 行 的 h 信 
加 到 第 5 行 上 去 的 组 合 相似 ， 就 能 使 p 变 为 零 ， 而 了 :的 其 
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他 元 均 无 变化 ， 对 于 一 般 的 了 1。@ 设 h 位 于 第 ; 行 ， 则 7 ,的 
第 i+1 列 的 ( — h ) 倍加 到 第 4 列 和 第 r 行 的 倍加 到 第 i+1 47 
上 去 的 组 合 相似 ， 能 使 这 样 的 h 变 成 零 ， 而 T ,的 其 他 元 均 
无 变化 ， 这 样 经 过 一 系列 相应 的 组 合 相 似 ， 可 消去 所 有 这 
样 的 不 等 于 零 的 h， 而 得 到 一 个 上 三 角 和 矩阵 了 ，，7s 与 了 ,的 
前 (i~ 1 )x(i~ 1 ) 主 子 阵 具有 相同 的 F ， 而 在 每 一 
行 里 的 非 对 角 线 元 素 至 多 有 一 个 不 等 于 零 。 
如 上 面 ( 2.1 ) 那个 矩阵 了 ,可 相似 变换 成 
a 1 0 


(2.2) 


如 果 T* 的 最 后 一 列 里 非 对 角 元 均 为 零 ， 则 7: 已 经 是 若 
当 标准 形 了 。 

车 7: 的 最 后 一 列 非 对 角 元 ， 仅 有 一 个 元 不 等 于 零 Ж 
质 上 它 也 已 是 车 当 标准 形 了 。 事 实 上 , 如 果 这 个 元 不 在 
Cn 一 1 ) 位 置 ， 则 把 这 个 元 所 在 行 的 那 块 车 当 块 ， 经 过 置 
换 相 似 ， 交 换 到 成 的 右 下 角 ， 这 个 不 等 于 零 的 元 也 相应 地 变 
换 到 了 (#- 170) 位 置 ， 这 个 元 若 不 等 于 1 ， 则 可 用 对 角 Ж 
似 把 它 变 成 1 ， 这 就 成 了 若 当 标准 形 。 

车 T; 的 最 后 一 列 中 非 对 角 元 至 少 有 两 个 元 不 等 于 零 ， 我 
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们 来 说 明 在 这 种 情况 下 ， 可 以 通过 相似 变换 使 :的 最 后 一 
列 的 非 对 角 元 除了 一 个 元 外 ， 均 变 成 零 ， 而 不 改变 7 :的 其 他 
Жо 

步 又 是 这 样 的 ，@ 先 比较 一 下 最 后 一 列 里 不 等 于 零 的 非 
对 角 元 所 在 行 的 车 当 块 的 阶 数 ， 托 阶 数 最 大 的 若 当 块 〈 阶 数 
相同 可 任 取 一 个 ) 通过 置换 相似 变 到 五 的 右 下 角 ， 这 个 车 当 
抉 所 对 应 的 最 后 一 列 不 等 于 零 的 那个 数 也 随 之 变换 到 第 
(п-1, п) 位 置 。@ 用 对 角 相 似 把 第 (8 一 1，# ) 元 变 为 
1， 这 时 我 们 把 矩阵 仍 记 作 了 。。@ 通 过 组 合 相似 把 非 对 Я 
元 最 后 一 列 中 其 他 不 等 于 零 的 数 全 消 成 零 。 这 就 完成 了 E 
理 的 证 明 。 

我 们 仍 以 ( 2.2 ) 中 的 T* 为 例 来 说 明 。 下 面 这 一 Ж 程 
显然 对 一 般 的 了 :也 是 适用 的 。 

对 于 (2 .2 ) 的 Ts 可 利用 一 个 对 角 相似 ， 使 := 1, 
然后 连续 地 施行 下 列 组 合 相 似 ，( i ) 把 第 六 行 的 (~s) 们 
加 到 第 二 行 上 ,再 把 第 二 列 的 s 倍 加 到 第 六 列 上 去 , СН) 把 
第 五 行 的 ( ~ s) 倍加 到 第 一 行 上 ， 再 把 第 一 列 的 s 倍 加 到 第 
五 列 上 去 ， 这 样 就 把 s 变 成 零 ， 且 没有 改变 7, 的 其 他 元 ，T， 
就 变 成 了 Js Са) #17, Са) 和 直 和 ， 即 是 若 当 标准 形 。 

时 于 一 般 的 7:， 可 以 用 相应 的 组 合 相似 方法 一 个 一 个 
消去 矩阵 了 :的 最 后 一 列 非 对 角 元 不 等 于 零 的 数 ， 直 至 剩 下 
一 个 不 等 于 零 为 止 ， 这 时 矩阵 已 是 车 当 标 准 形 了 。 定 理 2 证 
毕 。 
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十 四 , 欧 氏 空间 中 正 交 变 换 的 两 个 问题 
1. 欧 氏 空间 的 变换 是 正 交 变换 的 条 件 


以 下 总 设 大 是 一 个 欧 氏 空间 C 维 数 不 限 ) 。 

定理 1 ” 设 c 是 太 的 一 个 变换 ， 若 对 任意 5E、7E 斑 ， 都 
有 [о (Е) +0 (п) | = | +1 | (1) 
则 o 是 六 的 一 个 正 交 变换 。 

证 明 在 (1 ) 中 取 5s=7=0， 得 | 2c(0)|= 
101=0， 从 而 cr(0)=0。 在 (1 ) 中 取 7= 0, W 
由 o《0)=0, |005) [= [5[, рои 
КЕ. ТИОЄ/ СҮ) 

在 (1 ) 中 取 7= -上 得 |c(E)+a(-E)| = 0, ШЫ 


0(-ё) =-с(ё) (2) 

HERE, nEV, 由 (1 )，(2 )， 得 

jc 已 -am)1=lc(Cs)+ao(C-7)1 

. = 15-7] (3) 
另外 ， 由 


Геи [6-0 | *=(Е+1,Ё+1) – (6-2-7) 
= (š, £) + 2 (£, д) +00, 7)- (Š £) +2 (É,n) 
- (m n) 
=4 (Ë, т) 
得 
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( m=i 15+712- [£=nl2) (4) 

由 (3)，(4) 可 得 
(0(#), облу) = С1о(#у+о(п) |? 

- | о‹(ё#у-о‹(т) |?) 

=- 了 (18+912-16-912)=( n), 

Шоф ЕУ НЕ, ЖЖ. FE 
(о(&+ту)у-о(&у-обт), 9СЁ+Т) -0(&ё) 
-0o(7)) 

=o ((£+n), 9(Ё+1)3 -2 Colé+n), oC) 
-2 [oC(E+n), oCn)J + (оС) ,0(4)3 
+2 (o(£), 9(п) + (об), oC(7)) 

= (+7, +n) -2 (+1, -2 (£+n,n) + CÉ, 

EJ +2 Cé, n) + Ln, n) =0 

由 此 得 o Сър) - оС) -с (п) = 0, B 


с(ё+т) =o) +9(1) (5) 
EMR IE, ЖЕМ, a€ К, EEV, # 

о (аё) = ао (Ё) (6) 
《5)，(6 ) 表 明 ocEZ( 斑 )， 因 而 c 基 天 的 一 个 正 


交 变 换 。 
不 难看 出 ， 定 理 1 的 逆 也 成 立 ， 即 条 件 ( 1 ) 是 欧 氏 空 
间 信 的 变换 o 是 正 交 变换 的 一 个 充 要 条 件 。 
条 件 ( 1 ) 的 几何 意义 是 9“ 保 持 以 VY 中 任 二 向 量 为 邻 
边 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 之 长 不 变 ”( 以 下 简称 0 保 对 角 线 
长 ) ,这 一 事实 启发 我 们 作 如 下 思考 ， 如 果 信 的 一 个 变换 o 既 


229 


是 保 长 度 变换 又 是 保 夹 角 变换 C 即 c 保 持 六 中 任 二 非 零 向 E 
问 的 夹 角 不 变 ， 那 么 c 就 应 该 保 对 角 线 长 ， 从 而 o 是 一 个 正 
交 变 换 。 事 实 正 是 过 样 ， 

定理 2 ” 设 c 是 天 的 一 个 变换 。 如 果 c 既 是 保 长 度 变换 又 
是 保 夹 角 变 换 ， 那 么 o 必 为 正 交 变换 。 

证 明 #4, ТЕГ, 511208, H 

locz | = 18], lon) [= 171， 

Collé), o(n)) _ (Е, т) 

[сС# у] [900021 ТЕГ] 
得 Col), o(7)) = CÉ, n) 
当 5 与 7 中 至 少 有 一 个 是 零 向 量 时 上 式 显然 成 立 。 故 由 定理 
1 的 证 明 ，c 是 秘 的 一 个 正 交 变换 。 

[ 注 ] ”网 氏 空间 的 保 长 度 变换 不 一 定 是正 交 变换 ， 例 
ЖШ, ТЕКЕН КЮ, жу 

Í Cx, x,) (#x,x,# 0), 
olx, x,) = l 
(х, 3x1) (#х,х,= 0 )。 

则 o 是 R? 的 一 个 保 长 度 变换 ( 而 且 o 是 个 一 一 变换 ) ， 但 因 

с СС1, 0)+(1, 1)3 = (2, 1)= (1, 
2)50(1, 0)+o(1, 1) 
2, c€ L(V), ， 从 而 c 不 是 尺 : 的 正 交 变 换 。 

六 的 保 夹 角 变换 也 不 一 定 是 正 交 变换 ， 例 如 

c (£) = 26 CEEV, ВЕЮ, kR# 0, +1) 
RV МЕ, ok t K k 346, Pre E 
交 变 换 。 
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2。 用 正 交 变 换 化 实 二 次 型 
为 标准 形 方法 的 改进 
ЖАз—п хп ЖОН ВЕ, R- EXE EPEP APH 对 
角 阵 ， 其 中 P' 表 示 了 的 转 置 《 这 等 价 于 经 过 正 交 变 换 
天 =PY， 将 二 次 型 X /4 大 化 为 标准 型 ) 。 
求解 上 述 问题 的 一 般 步 骤 为 : 
1 ) 令 [Е-4 | =0, ЖАН ЖИНЕЛ), , ө» 


s 
入 sy 入 il kis Ri = 
的 重 数 为 > п 


2 ) ВАН СМЕ- 4) Х= 0， 求 得 一 组 基础 解 系 
ай,» "э ams 1 三 i 三:， 这 重 aij 为 列 向 量 。 
3 ) 对 ai1，…，alri 进 行 施 密 特 正 交 化 过 程 ， 得 到 hi 个 属 
于 和 的 相互 正 交 的 特征 向 量 Bis，…，Pih，1 二 i<s。 
Р Еа Ві; ; ; 16 
4 ) 将 Bi 单位 化 得 yij= TAT” 1<i<s, 1<j<k' 
5 ) 令 P= (yk. ees si 5 Уз» "ysks) WP H 


EZE, H 

交 阵 ， s: А 

——— -aes 
À 1 
À 1 
P'AP= ` 
À 1 
` 
Às 

` 

Às 


上 述 求解 过 程 中 较 繁 的 是 第 3 ) 步 一 一 施 密 特 正 交 化 过 
程 。 现 将 施 密 特 正 交 化 过 程 叙 述 如 下 ， 
设 at，…，aa 为 一 组 无 关 向 量 ， 令 


В, =а, 
ГОРИСТИТЕ ТЕ 
Piza- ВУР: Вову: ЖИЛ 


Вь-,, W,» .”, В. НЕ. (2 <k<m, (*)3) 


公式 (%*) 较 繁 ， 较 易 忘记 。 由 于 已 有 定理 保证 方程 组 
(ЛЕ-А)Х = 0 一 定 有 i 个 彼此 正 交 的 解 ， 可 以 想到 将 上 
面 2 )，3 ) 合 并 成 一 步 来 做 ， 直 接 从 方程 组 和 NE-~A)X=0 
求解 出 &, 彼 此 正 交 的 特征 向 量 Pi,， УР, 因此 可 以 用 解 齐 
次 方程 组 来 取代 较 繁 的 施 密 特 正 交 化 过 程 。 求 解 齐 次 方程 组 
对 学 生来 说 是 件 易 事 。 这 里 提出 的 方法 ， 一 可 以 使 问题 求解 
得 到 简化 ， 二 可 以 活跃 学 生 思 想 。 下 面 阐述 这 个 方法 的 具体 
Po 

设 4 为 一 nxn KARE, RA, As HARRA 


жы, моь, Уу = п. RI A RA ki 
正 交 的 特征 向量 ， 它 们 可 以 由 方 各 组 OiB-_OX= 0 Ж 
得 。 
ИМЕНА, ВО Е- 4)X= 0 RAPER: 
(ME-AX=0 


再 由 方程 1 
; (я, X= 0 


REEF Woa aE, MAEA 


232 


[О.Е- 4)Х= 0 

{a Х= 0 

а, := 0 
求 得 一 非 零 解 cis， 则 ail，olz，wss 彼 此 正 交 ， 重 复 这 一 
步骤 ， 便 可 求 得 属于 和 ,的 R, 个 彼此 正 交 的 特征 向 量 x,,， 
Gl, "ә баб, 

对 和 :(2 三 i 三 s) 用 ,情形 相同 方法 ， 可 求 得 属于 和 i 的 i 
个 彼此 正 交 的 特征 向 量 Qi,，…，aik， 。, 季 后 将 Qi 单位 化 得 
Yis 1<i<s, 1<ј<А;, &Р=(ү,,, 6 У, ка» "т 
Yaqa] =" №55)» 则 了 P 为 正 交 和 矩阵 ， 且 


k, ks 
T -— НЕЕ 
Р'АР=` № 
Е ох 
N 
À, 
` 
Às 
下 面 通过 两 例 说 明 上 述 方法 


例 1 ЖЕНЕР РУ АРХАР, ЖФ 


4 2 2 
“| 2 4 2 | 

2 2 4 
м: 1) 求 4 的 特征 根 。 
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由 | 和 AE-A4| =(%- 2 POA- 8) 得 4 的 不 同 特 征 根 为 


2 (二 重 )，8 。 
2) 求 和 = 2 的 特征 向 量 
解 方程 组 (2E-A)X=0， H 


111 
ara o 0 3 (1) 
0 0 0 
可 求 得 一 解 а. =(-1, 1, 0) 
((2E-AX= 0 
解 方程 组 1 
LasX=0 
111 
хаан 1 0 (2) 
0 0 0 
1 
104 
5х 1 
0 1 = 
0 0 0 


于 是 又 求 得 一 解 as= (一 1, - 1, 2y Wa,» Qs 正 交 。 
3) 求 和 = 8 的 特征 向 量 。 
解 方程 组 (8 已 ~ 4) Х= 0， 由 


1 0 -1 
вва о 1 а) 
0 0 0 


求 得 一 解 as=(1,1,1)’, 
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4) 将 ayciyas 单 位 化 得 


ПЕ ЧУ ‚ 0», 
ү,=(- 2 2 
22. > 1 2y, 
у, =( ив’ „67 6 
1 1 Ещ 
У = (87 ° / 8 , “ж; 
5) 5 
二 过 
V2 м6 уз 
s: E эн pa, w 
м2 м6 / 3 
2 ,1 
0 Ve Уз 
则 了 为 正 交 矩阵 ， 且 


2 
| 2 ). 
8 


H БИЗЕ, ОИЛА, ка, 5, на, 401) 
可 直接 化 简 ( 2 ) 求 得 0,。 
912 ЖЕЗӨЕ РИ Р' АРЫ, О 
0 1 1-1 | 


1 0-1 1 
1-1 0 1 
-1 1 1 0 


A= 
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解 ， 1 ) 求 4 的 特征 根 。 
H |XE- A| =O- 1° —- 3) 得 4 的 不 同 特征 根 为 
1 (三 重 )，- 3 。 
2) ЖА= 1 的 特征 向 量 


由 
1-1-1 1 
-1 1 1-1 
E- A= 
-1 1 1-1 

vO е = 1. №) 

AT -1 -1 1 | 
оо оо J 
оо оо 
оо 00 

得 一 特征 向 量 a1 =(1, 1, 0, 0) 
由 

1 -1 -1 1 和 21 1 

1 1 оо 
1 _1 
| | оозу tst 
о о оо 2 2 
оо о о 
оо оо 
00 о O 


得 到 第 二 个 特征 向 量 c,=(1， - 1, 2, 0); 


236 


^1 0 -44 1 
1251 

o1 +-+| |0 

1-1 2 O 0 

Loo о O 0 


得 到 第 三 个 特征 向 量 cs=(- 1, 1, 


° 
° 


_ 
° 


0 


— 


0 
1, 3y 


° 


МЫ ВЗА «ү, а,, o  ЕЖ, 


3) Ж = -3 的 特征 向 量 


r-3 -1 -1 1 


H -3E-A= 


1.0 0 -1 
0 1 0 1 
~ 0 0 1 1 
ооо 0 


得 一 特征 向 量 ai=(1， 7 1, = 1, 


1). 


4) 将 а,, а,, аз, а. ИЕ 


nze уч j 20,0) 
innova 76 6 


о «= ше w= 
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мМ 12° 12” „/ 12, 
.-1, -1, ) 
дз с-з. д 
2 м6 A/ 12 
i EE = 1 
2 м6 A 12 
2 1 
9 / 6 ^/ 12 
0 -3_ 
0 м 12 
且 
1 
1 
1 
-3 


Nim to Nl 


м 


FE, ЖАГ 
和 正定 矩阵 的 推广 


矩阵 的 广义 道 是 一 种 新 的 数学 工具 ， 它 在 代数 和 其 它 数 
学 分 支 中 有 着 广泛 的 应 用 。 

正定 矩阵 的 研究 是 从 二 次 型 和 Hermite 型 的 研究 开始 
的 ， 这 种 研究 只 限于 实 对 称 矩 阵 和 末 ermite 矩 阵 。 随 着 数学 
本 身 的 发 展 以 及 应 用 矩阵 的 其 它 学 科 的 需要 ， 开 始 了 并 非 对 
称 的 较为 广义 的 正定 矩阵 的 研究 。 

这 里 只 介绍 矩阵 广义 道 的 基本 理论 和 方法 以 及 正定 矩阵 
的 几 种 主 组 推广 。 


1。 矩 阵 的 广义 逆 
首先 回顾 一 下 矩阵 进 的 基本 概念 
对 雹 如 果 存 在 ,3.， 使 得 4B= B4= 工 ， 则 称 B 为 4 的 


We WHA, BREA = .414= 了 ,这 时 也 称 4 是 可 道 
ËJ, AW 3836322 | A| 0, 
195542, ЖИ ( Penrose ) 提出 ， 如 果 茶 个 人 满足 下 
述 方程 中 的 某 几 个 ， 就 称 它 为 4 的 某 几 条 的 广义 逆 。 
| АХА= А (1) 
XAX=X (2) 


(AX)’=AX (3) 
(ХА)’=ХА (4) 
以 上 四 个 方程 是 对 任意 复数 矩阵 而 言 的 ， 称 为 Moore 
= Penrose 方 程 。 本 文 只 讨论 实数 矩阵 。 
例如 ， 有 某 个 人 ， 只 满足 ( 1 ) 式 ， 则 称 式 为 4 的 
{ 1 } 广 义 逆 ， 记 为 XEA{ 1 }。 如果 另 一 个 了 满足 
(1)、(2 )， 则 称 了 为 4 的 { 1, 2 Y Яй WH 
YEA{ 1, 2 }。 若 XE4{ 1, 2, 3, 4 Y, ДХ 
”为 4 的 Moore- Penrose 广 义 逆 。 


Г. 减 加 逆 


1. жуй, ШЕ 2, WE AX 4= А, 


则 称 X 为 4 的 一 个 { 1 } 广 义 逆 ， 简 称 减 号 着 。 并 记 它 们 的 
全 体 为 4{ 1 }={ X| АХА=А }, (5) 

A{ 1 } 中 的 元 素 ， 记 为 4-， 如 果 有 不 同 的 元 素 ， 则 用 
Ат, Аа" 9] 

2°, АВЕ 

sm 8.4,-.2,8,0,, ЖР, ОЖЖ, Ж 


АХЄА{ 1 }0ХРЕВ{ 1 }. 
证 , ХЄА{ 1 }<94ХА= A 
€= СРВО > X СРВО ) = РВО 
€=B(QXP)B=B 
<ЭОХРЄВ{ 1}. 
这 说 明 ， 两 个 等 价 矩 阵 4，B， 如 果 其 中 一 个 的 减 号 道 
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可 求 出 来 。 另 一 个 的 碱 号 道 也 可 以 求 出 来 。 

定理 1《 存在 性 ) EAEan WABI) 一 定 
存在 。 

ш. 分 两 种 情况 ， 如 果 rK СВ) = 0， 即 了 =a0.， 这 
时 B{ 1 }= Раа 

Wirk CB) =r> 0， 那 么 ， 存 在 满 秩 和 矩阵 a 与 


L 0 
Q ， 使 得 РВО= ( ] -4 于 是 
mx m 0 0 


TEA \ 
amei | H| 。 为 任意 实数 | co) 
Каж Jj j 
由 引 理 得 


I, 


í * Í \ 
віро ( Је «иван ст 
L. ти. * J 


由 于 ( 6 ) 存在 ， 从 而 证 得 ( 7 ) 存在 。 
Я 设 ,9. 是 零 矩阵 ， 那 么 0 {1} =. (8) 
KERo RR- IKEN. 
证 ， 由 定义 知 0 {1} SRasn 
ЖК, Е.Е Ёл, 


“OXO=0 AXEO {1}. 
ШЧ пк ЕО { 1} . 
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I. 0 


例 2 a 14 = ( ) ma 


A {1} в р ) 。 为 任意 实数 | 
С x ) 
这 说 明 ，._4 的 减 号 道 存在 ， 而 且 不 叭 一。 


u энен (| BES 
I 0 L * 1 0 I, 
еее E 
L + 
№ ) ели». 
* + 


X, X: 
反之 ， 对 任意 х- ( }, 满足 
X, X, 


СОЕ 
Я 


I, 
BMAX, = I, MXH ( 


* 


| J 的 形状 。 
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-7 
1 
4 


-2 
0 
1 


=B 


PAQ= (L, 0) 
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| 1 0 ° 
ва | ; s PARASE 
J 


aam =19[ 1 Е "р “为 任意 实数 | 


3 .4 -唯一 的 条 件 
定理 2 4: 唯一 拓 全 4 是 方 阵 ， 且 4-! 存 在 。 
证 ， 先 证 ，4 (1) = {4 } 是 单元 素 集 ， 显 然 
АЗЄА {1}. 
Я, ERXEA {1}, ， 由 定义 
АХА = А 
ЖАНА", 48 
Х= 4, ЖАНЕ, 
再 证 必要 性 ， ВАСА) =r, Ж2г>0, 因为 ， 如 果 
r= 0， 册 例 1 知 4-! 不 可 能 唯一 。 i 
下 面 先 证 4 是 方 阵 ， EAEn тїй, Hrk CA) =r, 
Bm=n, №] Z 25% 换 ，4 可 变 ЕЯ = #kh К Z— 
( 即 P4Q 等 于 三 者 之 一 ) 


о) 9 (А) ж 


Е. 9) ее еза ттт) 这 
样 由 定理 1 МА {1} 就 等 于 下 面 三 集 之 一 
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í L * 
о [ Je 
\ ж ж 
( 
10 «І *)P 
人 
í 
1 
L 


ур 


这 都 与 4 唯一 性 〈 即 4 (1 } 是 单元 素 集 ) 矛盾 ， 所 以 


n.mo 


再 证 rk СА) =n, №, # ЕСА) =r<n, ЖА 


I 0 
PAQ= ( ИЙ» ) жер, ош, жа 
ОРЕ 
дї} =1 °[ )» 
L хх 
FR. 
从 而 rh 0) =, WAHE 


4 。A- 的 主要 性 质 


定理 3 1 ) rk( 47) 之 rk(A), 对 任意 4-'EA {1} 
成 立 。 


| 


] 
关 为 任意 实数 } 


1 
* 为 任意 实数 J 


| 
* 为 任意 实数 J 也 


2)rk(A)=rk( AA-)=rk( А-А) 
证 ，1 ) 由 于 44-4=4 ЩЙ rk (A) <rk С A") 
2 ) 由 于 44-4=4 那么 
rkh(A)<rk( AA )<rË CA) 
ДРЕ (А) =rk С AA") 
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这 个 定理 说 明 ，4 (1) 不 是 单元 素 集 时 ， 各 元 素 的 秩 
可 以 不 同 ， 但 不 会 小 于 rR СА). 


定理 4 Б.Ц, ЖА 
1) 44 AA, In- АА, In- A-A 都 是 投影 
阵 。 
2) РСА) =РСАА-),МСА-А) = МА) 
3) 4A- = Pas 1-44- 
证 1) Ca )?’= CALA) A= AA 所 以 -是 投 
影 阵 ， 从 而 Ta - 4.4- 也 是 投影 阵 。 同 理 可 证 另 两 式 。 
2 ) 因 为 4=44-4， 所 以 
RCADERCAA DERCCA), KRCA) =R 
(44-)。 
又 因为 N (4)=N(AA4~A)EN( A-A)EN(A) 
故 МАЗА) = МСА), 
3 ) 在 1 ВЕЛЕЛА, NAX 
AA = Presas riras = Pr Сл)» RC -aao ) 
类 似 地 ， 其 它 三 个 也 可 写成 这 种 形状 ， 例 如 ，7T- 44- 
= Peta -hk-yypR(4h-) = Pra -ла-)эвба) Pi -A447940 
如 果 把 条 件 加 强 一 些 ， 可 以 得 到 更 好 的 结论 。 
推论 1 车 (44- О), = АА W АА =P, (10) 
推论 2 # CA 4) = А-4, МАТА=Р,. 
证 由 于 44- 是 投影 阵 ， 再 由 题 设 知 44- 是 正 交 投影 
阵 ， 所 以 
АА = Prita (т-а) = Ра(лл-) = Раа = Pa 
2 А-А=Рь‹д“А) ”又 因为 
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ВСАА) = М САА), = МА-А) = МСА) 
=R(C4/) 
ТАЗА = Ррод' = Рл! 


定理 5 ИЖ, ЖА 


1Drk CA) =m€=A-_A= 1, ERLEA {1}， 
2 )rk( A) = 4A =I, ERA {1}. 
证 ， 先 证 必要 性 ，m =rklImn=rk(A-4)=rk(A) 
再 证 充分 性 由 于 7Tm- ГАРИ, АПУ, 
那么 有 rk lIn- AA) =trl In- AA) =trln~ tr( AA) 
=m-itrA4-A=m-rk( AA) 
=m-rk(A)=m-m=0 
© In- A-A= 0, RAAI no 
类 似 地 可 以 证 明 2 ) 。 
这 个 定理 给 出 了 列 满 秩 行 满 秩 的 充 要 条 件 。 
定理 6 БАЖАН ИЕБИ, ЖА 
1) A41} = (4-+Y-4-4744-17 任 意 } 。 
2) А{1} = (A-+W(I-AA- ) + (I- 
A-4)Y | WYER? 
Ш, 1) №4 M= {А+У-А AYAA- |Y 
й) 
设 任意 A +Y- A-AYAA EM, ЖЖ 
АС А-+У- A AYAA ) A= A 
г. A +Y-A AYAA CEALL? 
即 MEA {1} 。 反 之 ， 取 任意 XE4 {1}, £ 
W=X- A, ЖА 
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А AW AA-= А-А(Х-А-)АА-= А-(АХ А) А- 
~A (AAA) A= AAA = AAA = 0 

Х= А+ И = A +W- А-АТАА-ЕМ 
从 而 4 {1} СМ. 

类 似 地 可 以 证 明 2 ) 。 

这 个 定理 告诉 我 们 ， 只 要 求 出 一 个 4-， 那 么 4 (1) 的 
全 体 可 以 用 公式 表达 出 来 。 

Г. му 

前 面 所 提 到 过 的 ，.4 的 Moore- Рептозеўйї А 的 加 
号 道 ， 记 做 4+。 

定义 йй, МЕ, WA 

1) АХА= А 
2) ХАХ=Х 
3) ( АХ)'= АХ 
4) (XA)! = ХА 

则 称臣 为 .的 一 一 个 加 号 道 ， 或 Moore- аа 
做 X=At 。 

由 定义 可 知 ， 如 果 4+ 存 在 ， 它 满足 Moore- Penrose Jr 
程 的 1 ) 一 一 4 ) ， 再 由 减 号 逆 定 义 4*E 4 《1 》 o H 
3 )，4 ) 知 44+* 与 -4+4 都 是 对 称 阵 。 

例 1 1) Rah, ШО, =0. 


І. 0 . 
2) 设 а= ( i ан, WA =A 
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ж д» И 当 дом 
\ 


0 当 A= 0 时 о 


证 ， 只 证 明 3 )， 那 么 1 ) 、2 ) 都 是 3 ) 的 推论 。 
令 А, p дле, А5 0, Аааа Дь = 0 


д 


容易 验证 ВЕ Moone- Penrose 方 程 1 ) 一 4 ) 。 
从 而 А*=В, 
жат 《存在 唯一 性 ) 设 in WAIRERE. 


证 ЛЕН, 
首先 当 4= 0 时 ， 由 例 1 ) 得 证 。 
其 次 当 A+ 0 时 ， 设 rk&( 4 ) =г>0, ЖА, НАМ 
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满 秩 分 解 ， 有 A= F: Qu rk( P) =rh(Q') =r, 


令 Х=0(00'0)-' (РР) P 

容易 验证 X 满足 Moore Petrose 方 程 1 )—4 ) 。 

Жї 是 存在 的 ， 由 于 P、Q 存 在 ， 又 由 

rk(Q'Q) =rk СО’) =r, rk( P!P) =rkP=r 
МЫ С О’О ) CMPP) :都 存在 ， 于 是 X 存 在 。 又 因 
为 : 

1) AXA=PQ’(Q CQQ) CPP) P) PQ 

=РО’=А 


2) ХАХ = (0 (0,0) CPP) 1P')PQ СО 
(9’9)-'СР’Р)-'Р’) 
=090(0’9 )-'СР’Р)-'Р’=Х 
3 )4X=PQ'(CQCQ'Q) CPP) P) 
=P(P'P) P 
等 式 右 端 是 对 称 阵 ， 从 而 4 也 是 对 称 阵 ， 
ш САХ у'=АХ 
4 ) 类 似 地 可 证 (ХА)’=ХА. 
RX = 4*， 证 明了 47* 的 存在 性 。 
НЕ, ИХ, Х,Д& АЕ ИЛЛ Е 
Х.=ХАХ, 
=X, САХ: ә) = ХХА! 
= ХХ САХ,А)’ 
= ХХА ХУА! 
=X (АХ,) 7 САХ), 
=Х: САХ, ) САХ, ) 


= X,AX; 
= ( XA) “X; 
= A!X X: 
= ( AX,A) ХІХ, 
= АХА! ХХ, 
= (Х.А) (X :A) X, 
=X, AX: AX: 
=X: 4X. 
=Х, 
推论 3 当 4:! 存 在 时 ，A*= A-=A-!。 
就 是 说 ， 当 | 4 1 # 0 时 ， 这 三 种 逆 是 统一 的 ， 而 Н. 是 
唯一 的 。 当 4-' 不 存在 时 ,4: 总 存在 且 唯 一 ,4- 存 在 但 不 唯一 、 
主要 性 质 
由 于 4+EA {1} ， 即 4+ 是 4- 之 一 ， 因 此 4- 的 性 质 ， 
A+ 均 具有 ， 这 里 只 介绍 4+ 的 特有 性 质 。 
定理 8 1) (A+)+=A, 2) (4’)*= (At), 
证 明 1 ) 在 Мооге- Penrose 方程 中 ，A 与 X 的 地 
位 是 对 称 的 ， 即 4 与 4* 是 对 称 的 ，4! 可 看 做 4 的 加 号 逆 ，4 
也 可 看 做 4+ 的 加 号 道 。 于 是 
(4+)+=4 о 
2 ) 邻 Х= (А+), 
A'XA’=A'(A+)'A’= САЛА)’ = А! 
ХА!'Х = (AVIA С Aty!= AAA E C At)! 
=X 
САХ) "= {ALA = АА= САА)! 
= А (А+) = АХ 
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类 似 地 (XAXA 
定理 9 4*= САА) * А’ =A C AA) 
证 明 5 Х= (44) tA 
АХА=А С АА) * ААА С АА) -А’А=А 
ХАХ= САДА) АТ А (C AYA РА? 
= (4'4)*A'= X 
(4X)7= {А (474) * 4} '= {АС А'А)-А'} 
= (р) '=Р.= А (АА) А = АХ 
(ХА)! = ((44)+404) I= САА) AA 
=ХА 
类 似 可 证 АСА) +. 
推论 4 44*=4А4’(А4’)+=Р, 
证 明 - AAt=A {A CAA +} = CAA) CAA) 
又 因为 44*=АА-=Р, 
推论 5 AtA=4A С АА’) *А=Р,! 
证 明 4*4= {A CAA +} А= А СА’) APY 
推论 6 тС At) =гЕС А) 
证 明 © А САА) + 
RC(A+)SR(A') 于 是 
rb (А+) =dimR (А) <dimR Ç 4’). 
=rk (At) . 
又 因为 ; rh( At) = СА) 2А СА) = (A) 
ПЕС А у =rk lA) = ЕСА? 
由 此 ， 可 以 直接 得 出 
推论 7 ВСА) = РСА). 
定理 10 САА) = АА) AAY 
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证 明 (AAAA AAAA = А* (С А( А! А)*) 
= A*( A) * 

4+ 的 求法 

定理 11 и, ЖА 


1) РКА) = РАА) =ВС АА’) 

2) ВСА) = РОА) =В (АА) = Р (АА) 

3) R(I-AAt) = МСАА?) =N (4A) 
=N(C4)=RIC4) 

4) ROI-AA)=N(A:A)=N(A) 
=RIC4') 

i, 1) 显然 R( A) =R(A4') 

首先 尺 (44+ )SR(4) 又 由 于 

rk (AA+) =rk (A) 

г. ЕСДА*) = РСА) 

2 ) 类似 地 可 以 证 明 

RCA) = ВСАА) =RC44) 。 

又 因为 RCOA'AJSRCAt) 而 且 

rk(AtA) =<rkÇA) =rh( At) 

г. РАА) = ВС 4+) 

3) R(I-AAt>=N(AA D) 又 由 于 

МСА) СМС АА?) 

ГЕ (А) =rk САА? Уу 

© NCAAt) = МСА) 

又 因为 。 A+= (А4) +4 

A МСА) МСА) 
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rk(A)=rk(At) МСА") = МСА?) 
NCA = РІСА) 
4) 类 似 于 3 ) 可 以 证 得 。 


яз 已 知 
1 1 -1 
2 0 -2 
A= 
-1 1 1 求 4+ 


1-1 -1 9 1 


HR (A!) 由 下 面 四 个 向 量 生成 ， 


AAC] 
16 | РЕТИ 


一 组 基 。 
1 3 -1 -1 
-4 
A ll A Í |= 
-1 8 
-1 1 
i -3 


因为 4*4=P 而 
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м: 
-1 -1 
“| | | 
1 1 
-1 3 
Ер 
-3 
1 
-8 


此 外 ， 解 方程 组 4/X= 0 得 
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т ЛСА) = МСА) 所 以 
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| 1 100 
-1 1 0 O 
于 是 得 到 
1 -1 0 0 


8 -1 -1 1 .-1 
4 -4 1 -1 
-1 3 1 0 
1 -3 0 1 š 
2. EZET 
1970 年 Johnson 给 出 了 
定义 1 BRAE Ë,, ЖАННА ОХ Carera)" 


є 都 有 Xz4X>>0， 则 称 4 为 正定 矩阵 。 


Wk AC Pi o 
Fiedler 和 Ptak 综 合 了 他 们 多 年 的 研究 ， 证 明了 如 下 的 
命题 


R де. ， 则 下 述 各 款 是 相互 等 价 的 : 

1) “4 的 一 切 主子 式 全 为 正 。 

2) 对 每 一 个 0 半天 (zizn)rE „в, SY = AX 
= (Hrga), ИНВ, ( 1<Ё<п), и> бе 

з) 对 每 一 个 0 关 和 En 总 都 有 正 对 角 和 矩阵 Dx> О, 
#X'D.AX> 0 

4) ”对 每 一 个 0 和 六 Es 已 ， 都 有 非 负 对 角 矩 阵 
万 ,> 0, 使 XTH,A4X>0。 

Б) .4 的 每 一 个 主子 矩阵 之 实 特征 根 都 为 正 。 

1984 年 ， 南 京 大 学 佟 文 廷 ， 给 出 了 概括 上 述 内 容 的 更 
广义 的 定义 ， 同 时 给 出 这 些 和 矩阵 的 等 价 描述 以 及 它们 的 包含 


关系 ， 得 出 了 更 丰富 的 结果 。 还 把 自己 的 定义 与 有 关 结 果 推 
广 到 复数 矩阵 ， 概 括 了 五 ermite 和 矩阵 的 推广 。 


定义 2 RAC АЖАНЕНОЕХ (пи, Є.Б 
都 有 正 对 角 矩 阵 D=D:>0, @Х'рАХ>0, ЖА 为 
广义 正定 矩阵 。 记 为 4E PB, #D= D. 5 X38235, W| 记 为 


4EPp。 
下 面 给 出 广义 正定 矩阵 的 等 价 描述 。 


定理 1 设 4E: 尺 ， 则 前 述 命题 中 的 1 一 5 款 与 下 述 
各 款 互 为 等 价 。 


6) щ—Ложхе.В, ЖНЕЯЛЯИО,>0 
使 XTATD.X>0。 

т) ”对 每 一 个 0 二 久 Es 色 ， 都 有 非 负 对 角 和 矩阵 
H,2>0, 使 XTATH.X>0。 


8) ТЕРЬ. 
. 9 ) 对 任何 " 阶 正 对 角 矩 阵 也 :与 忆 : 都 有 Di:4DasEPD 


РЕР 对 以 任何 正 数 乘 和 矩阵 之 行 或 列 的 这 种 初等 变换 都 是 不 
变 的 。 
10) ВАЖНАЕ ТЕТЕ, ШУМЕ 


OXEA 都 有 正 对 角 和 矩阵 Ds.> 0， 使 得 


一 7Dx4X> 0 《为 简便 计 ， 仍 记 为 41E PD ) 。 
й, СХТр. АХ) = ХАР XX， 由 前 述 知 6 ) 与 
1 一 5 项 互 为 等 价 。 同 理 知 1 ) 一 7 ) 相互 等 价 。 由 于 A" 与 
4 相应 主子 式 的 值 对 应 相等 因此 8 ) 与 1 ) 等 阶 , 又 9 ) 中 的 
妃 ,，D,,D14D, 之 各 主子 式 分 别 与 4 中 之 相应 主子 式 同 号 , 因 
此 9 ) 与 1 ) 等 价 。 由 1 ) 与 3 ) 等 价 知 1 ) 与 10 ) 等 价 。 
定理 2 HAC R ，DD 为 阶 正 对 角 和 矩阵 ， 则 下 述 各 款 


互 为 等 价 。 
1) АЄРЬ 
2) ЖЕЛЕР, Ро, 
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Р.АєРьыт* 
3) A'DEP, 
4) ПАЕР, 
5) О-'АТЕР, 
6) AD-:6P, 
7) AEP: 
8) ”对 任 一 个 # 阶 正 对 角 和 矩阵 D:>>0 , АРзЄР „р 


9) 对 任意 的 nr 阶 正 对 角 和 矩阵 Di> 0，D:>> 0， 都 有 


DiAD,EP э, 


证 , HXTDAX= X IDD: DXM 1 ) 42). 
H СХТРАХ >" = ХТА"ОХЯ1 ) <> 3 )。 
由 定义 1 与 定义 2 知 1 <> 4). 
因为 X74ATDX=XTDD-'ATDX 
=(DX)"D A" (DX) 
TENOS у Єз 都 有 0 > X C.P, у= DX, 反 之 亦 
Ж. НЮЗ ) <>5 )。 
H (XT TD AX т = ХТАр-1Х= ХТ] АХ 
5 ) <>6) <>7)。 
由 XTD,DADsX= (D,X)'DACDyX)5 
3 ) < 所 > 5 ) 同 理 可 证 得 1 ) <=>). 
由 XTDDDi-! ( DAD, ) X = ( D,X )*DA( D,X) 
与 3 ) <> 5 ) 同 理 可 证 得 1 ) <> 9) 


жаз 46.8, ИТ 一 5 ) 与 定理 2 中 的 
6 ) 一 9 ) 与 下 项 互 为 等 价 。 
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10) -4 的 每 一 主子 矩阵 之 特征 值 实 部 都 为 正 。 
证 明 1 ) 一 9 ) 各 项 的 等 价 性 已 证。 实际 上 
1 ) 一 S10，10 一 5 ) 是 显然 的 ， 而 5 ) 1), 因此 


”10<>1 )。 


实 对 称 正定 矩阵 的 三 角 分 解 定理 也 可 以 推广 到 广义 正定 
矩阵 。 


实 广义 正定 答 阵 的 概念 与 相应 结果 也 可 以 再 向 复 和 矩阵 推 
广 。 


1988 年 ， 河 南 周 口 师 专 夏 长 富 对 矩阵 的 正定 性 做 了 进 一 
步 的 推广 。 


жиз BACA 着 对 任 凶 0 大 
= Careg) TE „А 都 存在 S=S、ES+*, 使 得 
天 TSAX> 0， 则 称 .4 为 广义 正定 矩阵 。 记 做 AC Ps, 4 
S = S, 与 天 无 关 时 ， 记 做 4E Ps。 

由 定义 2 和 定义 3， 显然 有 P51S Рд, MPSP a 

жез жАє E, М 4EP, 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 
SESE S4+ ATSES+。 

证 明 先 证 必要 性 ， 设 4E Ps, 由 定义 3 知 存在 SES*， 
ВЕНЕ ОХ = (на, Є RRA Хт5АХ> 0 
因而 Хт (54+ 475) Х=2Х"5 АХ... (1) 
PAHEMO Хе, REX (54+ AS) Х> 0, 
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因为 ($4+44т$ )7 =S4+ 415, WA 
S4+4ITSES+。 


_ 再 证 充分 性 ” 设 存 在 SES9 使 S4+ 47SES+ 由 (1) 
可 得 ， 对 任何 0 - ( z4…zo ) ТЄ „В 都 有 ， 
Х'ЅАХ = BX” (54+ 475) Х>0 


所 以 ACP, 
对 任意 给 定 的 SES+ W 


3 
Р,= ае, |у 0+хє.Ё,, X'SAX>0 | 


定理 4” 设 4E 水 ,， 则 下 述 各 款 相互 等 价 。 


1) AEP: 2 ) Si:4EP,。-! 其 中 S! 与 S 可 
交换 且 SL.ES*。 
8) $АЄР, 4) ASEP 
5) S ALEP: 6) ASEP 
7) А"ЄР,.1 8) AS,€ P, 其 中 S,.ES 县 
S: 与 S 可 交换 。 
-1 95, S, SWW 可 交换 ， 


9) 51.45. Рин, 
HS, 5:65. ` 

- 这 里 ， 对 定理 中 的 符号 P。。、-:， 己 。 AP, 83 3. 
作 以 下 两 点 说 明 。 


a) 对 于 4,BE R 车 B 可 逆 且 4 与 B 本 交换 。 则 4 与 
了 -可 交换 。 
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b) 车 4,BES+， 且 4 与 B 可 变换 ， 则 4BESt。 
这 样 ， 因 S:，S:，3S 两 两 可 交换 ， 所 以 Su :5，S:，S М 
两 可 交换 ， 又 因为 S,ES+， 所 以 S,-!1ES+， 从 而 可 知 
SS 1 S:S, 5:55:-1Е5*. 故 符号 Pss-: Pos 
Pssssi-! 有 意义 。 | 
证 ， 先 假设 1 ) 成 立 ， 证 明 1 ) тә, М 
对 任何 0 = (arza) Є Ж, #Х"5АХ>0, B 
D Xr(SSi -1) CS,A)X=X'SA>0, W2) 成 
Ў, ”假设 2 ) 成 立 取 S1=S 则 有 S4EPi， 即 3 ) 
成 立 。 。” 假设 3 ) 成 立 。 因 为 对 任何 0 六 天 = (трет)? 
Е.В ЖЖХТ$АХ>0, ИШ XTASA | 
= (Хт5АХ )">0。 即 4 ) 成 立 。 
假设 4 ) 成 立 ， 因 为 А» 
XTATSX=XTSS-1ATSXK= (SX) "S-A" (SX) 
=Yr7S-147Y 其 中 У-5Х, 而 对 任何 
06.8, ЖНОЖХЕ»й › Фа УТАТ 
= Xr4rSX>>0， 所 以 5 ) 成 立 。 
` БУУ, BXT4S-LX= X'S-t At X, 即 知 6 ) 
成 立 。 
假设 6.) RE, HXTS-14FX= X'AS-1X, НТ) 
ЗА о 


.假设 了) 成立， 因为 
КАЗАХ = (SX)1S-14F SX) =Ут5-1 ДУ 


264 


其 中 了 = 4X， 而 对 任何 0 关 大 En 品 ， 都 有 0 关 7E 2, 
于 是 XTSAX =YTS-14TY>0、 所 以 1 ) 成 立 、 
最 后 证 明 1 ) 与 8 ) 等 价 ，1 ) 与 9 ) 等 价 。 
假设 1 ) 成立， 因为 
Х" (5,5) (45) X= (SX)TSAC(SX) = 


YTSAY…( 2 ) 具 中 У=5,Х. ПНО Х.А, 


都 月 0 关 YE а, МЫ Xt1CS,S) CAS, X 


=Ут5дУ> 0。 所 以 8 ) 成 立 。 
假设 1 ) 成 立 ， 因为， 
ХТ (5:55: 1) (5,45,) X= (5:Х ) "54 (5:Х ) 


=УТ5АУ 其 中 了 =5,Х, ШЯНЕМО 2 Xe. Ë , ЖЖ 


0+УЕ.Ё, ， 反 之 亦 然 ， 从 而 9 ) 成 立 。 由 此 知 , #9 ) 


成 立 ，1 ) 也 成 立 。 这 就 证 明了 1 ) 一 9 ) 是 等 价 的 。 


现在 ， 对 广义 正定 矩阵 的 研究 还 在 继续 进行 ， 有 兴趣 的 
读者 可 参看 有 关 文 献 。 
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十 六 、 短 论 集锦 


1 。 整 系数 多 项 式 的 哥 德 巴赫 定理 


哥 德 巴赫 猜 想 断 定 每 一 个 比 4 大 的 偶数 是 两 个 素数 的 
和 。 用 Z 表 示 整 数 环 ， 多 项 式 环 Z (z) 与 2 一 样 是 一 个 唯一 
分 解 整 环 ， 其 中 不 可 约 多 项 式 相 当 于 整数 中 的 素数 ТШ 
证 明 多 项 式 环 Z (z) 中 与 哥 德 巴赫 猜想 类 似 的 定理 。 

定理 1 在 Z (z) 中 每 一 个 次 数 % 1 的 多 项 式 M 可 以 
写成 两 个 不 可 约 n 次 多 项 式 4 与 8 的 和 ， 即 ，M = 4+B, 

首先 证 明 以 下 引 理 。 

引 理 ” 著 刀 和 9 是 不 同 的 奇 素数 ， 则 存在 整 数 c 和 d， W 
48рс+94=1, Hpt qtde 

证 明 ”由 初等 数论 可 知 ， 存 在 整数 c。、d。 使 得 pco+ 
94 =1о Fp { со, qd 则 co、 do 已 适合 要 求 。 Жр | Co 
或 g | do， 不 妨 设 p | Coo 2 

cr=cot+gr， dr=do-pr 显然 对 任何 整数 r 有 

pertqdr=p(cotqr) +q (d, — br) = рсо +91, 
= 1。 现在，c, 和 c, 都 不 能 被 bp 整除 ， 否 则 c, ~ ce 或 c – со 
可 被 p 整 除 ， 从 而 可 推出 p | 9， 这 与 已 知 条 件 矛盾 ! 这 时 d， 
和 d ,之 一 不 能 被 9 整除 ， 否 则 d , -а, = p 能 被 9 整除 ， 又 与 
已 知 矛 盾 ! 因此 ， ЖХ Со,, а, › 和 (c,， d, ) 之 一 适合 要 
求 。 得 证 。 
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下 证 定理 1 设 整 数 系数 多 项 式 

М = тох" + т," + ma 
пол 1 。 选 择 不 同 的 奇 素数 p 和 gq， 使 得 它们 即 不 能 整 
除 mo 也 不 能 整除 moa， 再 选择 ao' 及 bo 使 qao’ + рь, = то» 
Za =q, bos pbi’, РЖ 

Mo =G +b рф ао, qtbo (1) 

. 对 于 每 一 个 整数 ;:， 0 <<, 选择 ci 和 bi 使 得 bai + pb. 

=ть Фар=ра/, bi= gbi1。 于 是 对 于 0 <i<n# 

mi=aitbi, p| ais qlbi (2) 
5181, kika Mba, ра, +qb = ms 并 且 p 全 a. 人， 
916’, Фа, = ba, Ь.=9., РЖ 

ma=a,+b, p| а, р\ал, q|bo 9 tba (3) 
ЕВ АТВ, 

Аах" ta, L! +. +a 

B=bor" +b z l+. tby 
FECL), (2), (3)REisenstein Я, BH 
Z (ж) 中 不 可 约 多 项 式 且 M = A+ B, 

定理 1 是 下 面 更 一 般 定 理 的 特殊 情形 。 

定理 2 ” 设 R 是 含有 无 穷 多 元 素 的 主 理想 整 环 ， 则 对 
R Сх) 中 任何 次 数 n 1 的 多 项 式 轩 ， 存 在 次 数 为 ?的 不 可 约 
多 项 式 4 和 B 使 M = A+ B. 


2 。 多 元 多 项 式 互 素 的 充 要 条 件 


ЕЖ, Р(х), g (z) EF (z) 互 素 的 充 要 条 RF 
是 存在 ws (z), vlr) EF (z) ， 使 得 
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f(z)u(z)+g(z)u(z)=1, 
在 一 元 多 项 式 的 理论 中 ， 它 起 着 重要 作用 。 这 里 先 给 出 两 个 
二 元 多 项 式 互 素 的 定义 ， 再 把 上 述 结 果 推 广 到 二 元 多 项 式 。 

定义 fm, у), glz, у) €F (z, y), MERE 
次 多 项 式 外 ， 它 们 没有 次 数 大 于 零 的 公 因 式 ， 则 称 f( z，y) 
Заб, у) 是 互 素 的 。 

ФЕ (х) ЖЕ Ç z ) 的 分 式 域 ， 即 


F(z)= | ESE |o(z),5(z)ER (т) ,b(zs0) |. 


МЛ (z, у), g (z, у) TARERE (=) 上 的 关于 y 的 多 
MA, ВРС, у), g (z, y) €F (z) Cyl. i 

#f (z, у), g (z, y) ЖЕ (z, y 中 互 素 ， 则 在 
F (z) Cy) 中 也 互 素 。 因 此 存在 S(y), T (g) €F 
(=) (у), 使 得 


$ (и) а, у) +T(g)gG, у) =) (1) 


h, (=) 
不 妨 令 
= (т) | GF) .4 GECZ)r 
ЗШ = k GD b + "+ и 
= 60(2) 0,62), ,Ct(7) t 
Т) = (ауа с) "у 


АВ, (х2), Ыбх), dila) ЕЕ (23 中 的 最 小 公 倍 式 是 
Фф, (х), і= 0, 1, h =0，1，… t, НФ, (=) 
( 1 ) 式 两 边 得 


и, Сз, у) *} (т, у) +о, (х, у) °g (z, у) 
=Фф (z) (2) 
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НФ (2) +0. 


采用 类 似 方法 可 得 

и, (>z, y) . Í (>, у) +и, (1, у) .g(xz, у) 

=0 (g) (3) 
ЖУСУ) +0, 


反之 , 若 (2), (3 ЖА а (х,у) 是 了 (х,у) 
与 g ( z, y ) 的 任意 公 因 式 ， 则 d (z, ууф (=), 4 (=, 
у) |9Су>, НИ (=, y) 是 非 零 常数 ， MAF Cr, y) 
Hg (z, g) Ж 

因此 得 

定理 1 f(z, у), у(х, y) €F (z, у). CM 
互 素 的 充 要 条 件 是 存在 vs (г, у), о, Сх, у) Ми, (ть 
у). о, (1, y) EF [z, у], 

Í (z, g) и, (х, у)+9(х, y)» и, (т, у) = ф(х), 

flz, у) ° u,(z, у)+9(т, у) +0, (х, у) = 000), 
Жч(2), ОЖ. 

因为 1 可 以 看 成 z 的 零 次 多 项 式 ， 也 可 看 成 V 的 有 零 次 多 项 
式 ， 记 以 一 元 多 项 式 互 素 的 充 要 条 件 是 定理 1 的 特例 。 

为 下 面 叙 述 方便 ， 如 将 f(z,y) 看 成 z 的 一 元 多 项 式 ， 即 
f(z，y)EF(y) (23, Их) НИК КП Ед’ (f (z, 
y) ) ， 利 用 定理 1 可 将 一 元 多 项 式 互 素 的 性 质 平行 地 推 到 二 
元 多 项 式 。 

性 质 1 车 fj(z，!)，9(z，2) 都 与 Kz，2) 互 素 ， 那 
Afls, у) ° glz, у) УНС, у) ЕЖ. 

证 明 为 叙述 方便 将 f(x，y) 简 记 为 f。 

因为 f 与 8 互 素 ， 则 存在 v,，w,,，v,， и, ЄЕ (т, у] 


使 得 
fu, +hou,=@,(z), @,(z=)2 O, 
fu, +В, =, (у), 9,(у)*0, 
因为 9 与 8 互 素 ， 刚 存在 ss/ и, ли, EF (т, у] 
使 得 
gu,’ + Воу' = Ф,(т), T(z) 0, 
gu,'+ho,'=%,(g), $,(y)F 0, 
ЙТЫ C fu, +В, ) C gu,” +hv,) =Ф,(х)Ф,(хт), 
(Ри, +9: ) (gu,'+hu,) =$, Cy) p, (у), BB 
(fg) (щи, ) +h Си," + доли, +hvv,’ ) 
=Ф,(=)Ф, (1), 
(fg) Си,и,/) +В (fu, + дози, t huu, ) 
=Ø, Cy), (у), 
НФ, Сх) Фф, (2) +0, 9, (у) 9, Cy) +0. 由 定理 1 
Afg h 3, 
性 质 2 ЖАС, у) | fC, y)9(z， у), Н 
h Çe, у) 5f (=, у) 互 素 ， 则 h (z, y) 19 Ce, y). 
证 明 因 f 与 h 互 素 ， 出 存在 w,， U, 8,» v, EF [x,y 
使 得 
hu, + fv, =P (z), Ви, +fu,=% (Ju), Ф(х)+= 0, 
(у) > 0. 
所 以 hgu +190, =? (z)g, hgu, + fgv, =$(у)9. М 
h} fgs ВЕРЫ | Ф(=)49» В| ?Су)д„ 假定 hg， K h 
ВАНА (ИЖ, ВАР 2). М 
g=h*q+r, Аф д", (r(z, у)3 < 0%, Chla, у), 
ИИЦ Су). 得 


210 


(у) а= Су) Ва Су г. 

因 h | (у) 9, 得 h | Ф(у)г, Ну) №0. Уд," 
Có (g) sr(z, у) =d Cr (z, g) 2 <à, СА 
Cz, y) ] ЖА! 所 以 h | g。 

性 质 3 如 果 g (хт, у) | f€, у), hlz, у) | 6, 
у), 9 (1, у) НВ (я, у) ER, Шу(т, у) +h (z, 
у) jf (ж, у) 

证 明 留 给 读者 。 

对 一 般 的 两 个 ?元 多 项 式 ， 也 有 类 似 定理 1 的 结论 。 

定理 2 fz, ++, Ш), glz,» ety г.) € F (z, 
eeg Ха) 互 素 的 充 要 条 件 是 存在 si(z,y es 22), vil x, 
+, 2) ЕЕ (=. > тд, i= 1, `> Y 使 得 

fu, tgv, =P, (z, * Tn), 

Ји, tgu, =P, CE, Za се, 22), 

funt до = Фа (Z, Zs "9 Zn- )9 
Н$:*0, і=1, 2, з, no 


3. 计算 结 式 的 一 种 方法 


结 式 在 代数 中 有 着 许多 重要 应 用 ， 如 利用 结 式 能 有 效 地 
解决 两 个 一 元 多 项 式 以 及 两 个 二 元 多 项 式 的 公共 零点 问题 。 
关于 结 式 的 计算 ， 一 般 有 两 种 方法 ， 其 一 是 行列 式 法 ， 其 二 
是 公式 法 。 下 面 给 出 另 一 种 方法 ， 只 须 对 所 给 两 个 一 元 多 项 
式 进 行 有 限 次 带 余 除 法 即 可 。 

下 述 仅 限 于 在 复数 域 上 进行 讨论 。 
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设 
f(x) =azr+a,z"" l+. +01, n> 0 (т 
д жааз, т>О (2) 

均 为 复数 域 上 两 个 一 元 多 项 式 ， 称 m+9% 阶 行列 式 


а, а, * da 0 
в, а, * Gn тї 
` `, 
. 0 а а, * Gn (3) 
bo b, ~ bm 0 
ba b, * бщ "Ë 
q ү 


0 bo b, ++ Ба J 


为 fCz)， g (z) 的 结 式 ， WER (7, g)。 

不 难 证 明 下 列 诸 式 成 立 。 

R(f, д)=С-1)°"Ёб(д, f). (4) 
Жа, + 0, b;# 0, Xa, а,, = AaBs В,» +", Вт 
分 别 为 f (z ) Уо (х) HERCO R, MI 


ВЕСЬ g)=a” Туба) 
1 
=(-1)2а 5,2 ТТ (Bj). (5) 
H f 
#9 (z) 为 任 一 次 数 大 于 零 的 多 项 式 ，?* 为 任 一 复数， 
规定 
Е (9(=), r) =R Cr, g(z)) =r” (6) 
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На“ g X>) ) =т. | 
关于 (6 ) 的 合理 性 可 作 如 下 解释 ， 因 为 g(x ) 是 m a 
之 0 ) 次 多 项 式 ， жг 0, БАРА, ШС) 
与 + 的 绪 式 是 m+ ORTAR Mg) 的 系数 不 应 在 行列 
式 中 出 现 ， 即 (mm 阶 行 列 式 ) 
r 


r 
Ё(д(ж), r) =] ` =r", 


` RARER gla), 0)=АСО, g(z)) = 0. 
命题 Ф702), g(z) CHC) (2) ) 满 足 
f(z)=g(z)qC(zO+r(z), гС2) +0... 
WR (f, g) =(- 127-215 IR (ry g), ҖӘ (пб) ) 
=] 
证 明 车 {> 0， 据 公式 (5) 有 
R (f, g) =R (g(z)q(z)+r(my; 9(=)) 


=t Db T (g ( 6i)q (Bi) +20802 
Ц 


=(- 1)nmbon 。 П“‹ Ві? 


3-1 


=(- раве. (= ] эзы, ‹ Bi) 
L 


=(-1 ) malb IR (г, 9). 
其 f='0， 即 r(z ) 为 某 一 非 零 数 r， 易 知 
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ВС g)=(-1)?aboara<( -IT)ambonR( mm 
9)， 从 而 命题 得 证 。 

类 似 地 ， 由 公式 ( 4) 及 命题 1 不 难 证 明 

命题 2 若 F(z)，9(Cz)( 见 (1)，(2)) 满 足 

g(z=)=f(z)q(z)+r(z), r(z=)= O 
АСР, g) =a R Cf, r)， 其 中 9" Cr(z)) =1 

命题 3 若 f(z)， 9(=) CH, C), (2) ) 满足 

f(z=)=g(z)q,(z)+r,(z), 

g(z)=r,(z)q,(z) +r, (1), 

ғ, Сх) Ех, (1) 9з (2) +rs (1), 


re-a (CT) = т (2) 4 (Z) +гь (2), 
ть (2) =ть (2) 4н (Z) trelar), 


Hren (2) = 0 JJ 


1 m-l; 11-18 1-1 Е 


т, 2 
В, g=(—-1)'b, ФТ Ге ту, 
R (ry түң) 


其 中 及 与 ro 分 别 为 rr(z) Оба 1, 2, +, Ё+1) ЙК 
与 首 项 系数 ，T= nm+ml, +1,1, + + LB Ik 
证 明 先 看 k 为 奇数 的 情形 ， 此 时 反复 应 用 命题 1 2 
可 得 š 
RCF, д) = С- 10) "9-91. 671, R<ro д), 
m=]; 


Вск.» 9) =г, Rlr,, г,), 


| 14-1313 li-ls 
Вск, r,)= (-1) rao RC€(rsor,) 
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‚өзө ооо аво ово оза во оно ово ово rs 


1к-21к-1— 1к-11к 


R(r-s та) =(-1) 


lk-27 1 
rA (а Е (ro гузу), 
Ik-Ik+1 
R (r re) = ro В (га, гкы о 
ЖЕЛАЯ IARA 


nm-ml; #1414 U 1:18 + *** 


R(f,g)=(-1) 


十 lxk-2lt-1 一 lt-1lk nls -lą m-l: 
в f. Го o 


11-13 +, 
eresse гь Е Стьутьь, ) 


为 便于 计算 ， 不 妨 把 整数 的 代数 和 
nm-ml,+1,1,-1,ly + +1. 
改换 成 它们 的 和 
пт +ті, +11, +11, + СОГД +141 
这 样 做 并 不 影响 其 奇偶 性 ， 故 得 如 所 证 的 公式 。 
车 为 8 偶数 ， 有 ， 


R(f, 9)=(- 1y"mmh bl R(r, g) 


m-l; 
Rlr,, g)=rio РС, г,), 


151:-1:1s 11-13 
R(r,» r,)=(-1) Вю Rlrs, r,) 
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L-,- 1k 


R(r,_,, т.) = r, R(r,_,, r), 


-190 


нь Ikei Tikti 
R(rx-u rk)= (— 1) rro 
及 (rr+ly rx), 


将 上 面 诸 式 两 边 分 别 相 有 并 注意 到 


(Tl) кела, т=п), 
即 可 得 要 证 的 公式 。 

利用 命题 3， 对 f〈 xz ) g( х ) 进 行 有 限 次 带 剑 除法 
即 可 求 出 fj、g 的 结 式 。 

读者 可 用 上 上 述 方法 ,. 计算 

f(z)=2z5-7zs+4zr:+5z+3， 

g (z) =zi-:3z+1l 的 结 式 С: R< f, g) 

= -424) 225 
(本 文 作者 ， 大 连 大 学 师范 学 院 数学 系 亚 炳 密 ) 


4 ， 代 数学 基本 定理 的 一 个 初等 证明 ,， 


所 谓 代数 学 基本 定理 是 指 

定理 ”任何 n (na> 0 ) 次 多 项 式 在 复数 域 中 至 少 有 一 
个 根 。 
下 述 证 明 中 所 用 预备 知识 不 超出 普通 高 等 代数 教程 ， 先 
把 这 些 知 识 概括 为 三 个 引 再。 

引 理 ， Сс) 是 闭 区 间 Ca，b】 上 连续 实 函 数 ，f 
(Ca)fCb)<0;, МУСЕ) E (a, b 中 必 有 一 个 零点 。 

实际 上 我 们 只 用 到 下 面 两 个 推论 
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推论 1 :; 任 一 实数 都 有 一 个 实 的 平方 根 。 

: 推论 2 , 任 一 奇数 次 实 系 数 多 项 式 都 有 一 个 实 概 。 

引 理 2 (=) =аос+аџт'- +. воя 625 
ЖЗ, 1" (=) Бася" +a i +. + аз, MLfCz)f* 
(z) 为 实 系 数 多 HR важ! (r) BU B, Маж" (2) 
юв. 

БЕ (Е) =ar" жаат жа, „ба, 05 
g(z) = bar” +. ~ tba bus 0 ) 38 СИЕ 
АЗК, 则 它们 有 非常 数 《 实 或 复 系数 的 ) 公 园子 的 充 要 
条 件 是 它们 的 结 式 


вз а, * Ga 0 
| а а, + ар 
Í 0 Е 
к= в 8, с an (1) 
b, bi ыы bm 0 
bo b, … бш 
( `4, N К 
|0 bo b, bm 


等 于 0 。 
证 ”由 多 项 式 的 唯一 因子 分 解 性 Се Жән 
я, J 与 g 有 非常 数 因子 的 充 要 条 件 是 有 非 零 多 项 式 p ( z) 
дия “+ pm-i 和 gq (z) = "+ “+ga-4 使 得 
822802) +9(229(=)=0 (2) 
这 也 就 是 usr bas 


“411 


вр 


в,рь+@,р, 


+ 6.9 = 0 
+biqotbiq: = 


Gabm-i + 6242-1 = 0 


把 (3 ) 看 作 关 于 po， `, Pm-is Ч ©, qn-! 的 方程 组 ， 
于 是 由 线性 代数 可 知 ，f 与 g 有 非常 数 公 因子 的 充 要 条 件 是 线 
性 齐 次 方程 组 ( 3 ) 有 非 零 解 ， 而 这 又 等 价 于 结 式 R= 0 。 
定义 УСЕ) 为 ?次 多 项 式 ，? = 2"。k，& 为 奇数 ， 
则 称 m 为 多 项 式 f 的 高 度 ， 记 m=h Ср). 
我 们 将 对 f 的 高 度 归 纳 ， 来 证 明 任 一 复 系数 非常 数 多 项 


式 必 有 一 复 根 。 


命题 


A= 


Can 


WA 0, 
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令 
Ж. “ase їп 
Can Crn 
OR а... 21 
С,» Can 
` `. 
КЕ М 
° an 
Can Can 
21-1 
an 
1 21-1 
Can Csn 
` `x. 
` ` 
` ` 
1 Snel 
С an 


(4) 


证 ARESA a (z) = C.a ач, zite 


Cin 和 6(z)= Са зч 的 结 式 。 由 引 理 


3，4n= 0 意味 着 a( zx ) ЖЬ (z) 有 非 零 常数 公 因 子 9. 

(z), РФ (г?) ЖЖ а (т?) +16 (z*) =(z+1)*" 

的 因子 ， 这 已 经 是 矛盾 ТС hol’) № ka (zt) -rb 
(zt) = (z— 1)*" 的 因子 可 以 看 出 更 明显 的 矛盾 ) 。 

对 于 任 一 个 2n 次 首 1 多 项 式 ， 总 可 以 把 f(z+a) 展 开 为 ， 
f(z+a)==x*"+f (Car il+ f, (а) r?" 
+++ ра Са) (5) 

КФА (а) 为 c 的 多 项 式 ， 它 的 首 项 系数 就 是 (z--a) 11 


展开 式 中 aiz"-i 的 系数 ， 即 C;。 。 我 们 有 ， 
命题 2 FARA) 


1 а) На = fala) 
1 fz) fa) … fanla) 


` 
` 


„|: 1 Ла) += fala) 
А“) fala) … fanail) 7 (6) 
fi(z) Хбх) … fan-1(7) 


` 


{1 (=) … fanila) 
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Erkin ( 2n ~1 ) 次 多 项 式 。 
证 为 方便 把 (6 ) RAWATIA 的 元 素 记 为 
аы (х=), Ша (=) 羡 0， 则 它 的 次 数 当 R<z- 1 时 为 
261-6) Hkn- 182 (1+1-#)-1, Сб) 
右边 的 拉 普 拉 斯 展开 式 的 每 个 非 零 项 形 如 
Eai, Er) azi, (2) arnir) (7) 


Жн, iios diN l, 2, = 2r- DENER, Ч 
ви, 于 是 项 《7.3 的 次 数 为 


Ора Ch) + C2 Си) -1) 
-1 Ў п 


31-1 1 2-1 Ç ? 2 5 ii 
=2 рУ й-2 2, В+п(2п-1)=п(20-1) (8) 


既然 每 个 形 如 ( 7 ) 的 非 零 项 都 是 一 个 rz(28 -1) 次 
EFR, RIA Cr) ha" OD 的 系数 不 为 0 就 行 了 。 
这 个 系数 就 等 于 在 С 6 ) 式 右边 用 fi ( z ) 的 首 项 系数 代替 
С) 所 得 的 行列 式 ， 世 就 是 命题 1 中 的 4n。 

命题 3 设 n 为 奇数 ， 则 2n 次 实 系 数 多 项 式 f ( z ) 有 一 
复 根 。 

”证 РНЕ. n= 1 时 由 引 理 工 推 出 。 以 下 设 
">1. | 

由 命题 2 A (r) 是 奇数 次 实 系数 多 项 式 ， к H Я 

理 1， 它 有 一 个 实 根 s， 由 于 41 Ca ) 就 是 多 项 式 G《z ) 
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= фа (ea)znai+…+fa(a 和 8 (z) =f (а) z"-1 
+…+ fani Са) МЗ, ЭНН а (гә) 和 2 〈z ) 有 非 


常数 公 因子 (>)， 于 是 9 (z*) 就 是 a (12) +26 (zt) = 
f(z+ a ) 的 非常 数 真 因子 ， 因 而 可 以 分 解 为 两 个 偶数 次 
实 系数 多 项 式 的 积 | 
‚ (а) = e(z)d(z) wü 
h(c)、h(d) 不 能 都 大 于 1， 否 则 h (f) 就 大 于 1 了 。 因 
此 不 妨 设 h (с) =1 。 由 归纳 法 假设 ，c (z) 有 一 复 根 ， 它 也 
是 f(z) 的 根 。 


代数 基本 定理 的 证 明 ， 
й& 由 命题 3 和 引 理 2 可 推出 ， 任 一 奇 地 次 复 系数 多 
项 式 必 有 一 个 复 根 。 3 


归纳 设 复 系 数 多 项 式 (z) 的 高 度 不 小 于 1|, 则 由 命题 
2，h( At) =h(f) -1， 由 归纳 法 假设 即 得 和 (z) 有 一 
个 复 根 ， 于 是 和 命题 当 完 全 类 似 地 富 知 有 复 系数 非常 数 多 项 
Ro (х), 400), ;使 分 蟹 式 (9} 成 立 ,hte) 和 有 h(d) 不 能 都 大 于 
‚ ВСР), Же) <. Шер), МНН 
_ Мс (z) 有 一 个 复 根 。 否 则 ， 即 f(z) 有 高 度 为 hjf ) 的 实 
因子 , 则 在 这 样 的 真 因子 中 必 有 次 数 最 低 的 , . 设 9(z) 就 是 一 
个 ( 即 pLz) 是 天 (z) 的 高 度 为 Cf) 的 真 因子 中 次 数 景 低 的 之 
一 ) „ЙО Р НН АВЕ, ресс) ГАН, 
“但 9(z) 不 可 能 有 高 度 为 KK7 ) 的 真 因 于 了 ， 也 就 是 说 ，g(z) 
必 有 一 复 根 。 从 而 f(z) 必 有 一 复 根 。 

定理 得 证 。 
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5. 行列 式 性 质 的 推广 及 其 应 用 


如 所 周知 ， 行 列 式 具 有 下 述 性 质 

1° ”将 行列 式 的 一 行 ( 列 ) 元 素 乘 以 数 c 后 加 到 另 一 行 
(或 列 ) 的 相应 元 素 上 ， 行 列 式 的 值 不 变 ， 

2* ”用 数 a 乘 行列 式 的 一 行 ( 或 列 ) 等 于 将 行列 式 条 以 
Жо, 

3° ”对 换行 列 式 中 两 行 的 位 置 ， 行 列 式 反 号 。 

现 将 上 述 性 质 予 以 推广 ， 并 举例 说 明 其 应 用 。 

命题 1 设 方 阵 4 可 写成 如 下 形式 


М. M, Mn 

J| A 4, ө А. 
А= | Мы Ms = Мы |, 

B, B, >. Ва 

Ма Ma + М» 


其 中 ， М, Муз +, М.т, ХЕ Ма, Ма» 
>, Мот: ху Мэ, М», +", М.т, ХЕ 
№; Ais А +, Ans В, В "~", В. ЖЕ ХН. Xx 
СЕ. 


Mn Ма » Ма 

A,+*CB, 4А,+ СВ; + А. +СВ, 
D=] Ми М, + Ma |» 

В, `B, `... Ba 

Msı Ms: e Man 


则 |41=1D1. 


Ш “° 
E 0 0 0 0 
0 Es 0 C 0 
0 0 Em: 0 0 ы 
0 0 Е 0 
0 0 0 0 Ems 
Ми Мы М 
А, А» Аһ 
Ma Mn Man 


"Ми Mi, e Ma. 
АСВ 4,+СВ, =  AatCBa 
= | Ми Ма i Ма š 
В, В, pos B, 
Msı 2 Mza ... Msn 
REE m E, Ens Е из ЯВ ти, вт, om AR 822 EBE, 


“对 上 式 两 边 取 行 列 式 ， 即 得 | 41= DI. | 
命题 2” 设 方 阵 4 可 写成 如 下 形式 x, SS 


Mu Ma ses Min、 
А= | А, 4, А 


Ма Ma т М... 


ЖФ, Мы, М... з, Мата хн, Mas Ма, 
s М.„ т, Xt 矩阵 .As、 As. s А; x НЕ .Х 
B 是 :级 方 阵 ， í 


Mu Mi: 
С = | ВА, ВА, 


Ми М 


则 IC1=141181. 
МЗ 以 EB!、E, 分 别 表示 ms:、m: 级 单位 矩阵 。 
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于 是 


5 
© 
© 


IC =|0 В о 1.14 
0 0 Е, 


= |Е,| • |B| • [Её * 141= 181. 141. 


命题 3 设 4 仍 为 命题 1 所 设 ， 


Ми М м i 
В, В, Ba 
F= Ma Ma Ma |, 

A. Аз An 
Мз, Ms: "0 M 

А, s ABAN, 

МОЕ = 1 
{-141, 当 s 为 奇数 时 。 


证 明 A 可 由 中 Bi 与 4; 4=1, 2, +, ) 相应 的 两 
行 对 换 而 得 到 。 而 对 换行 列 式 的 两 行 ， 行 列 式 反 号 。 故 当 s 为 
偶数 时 ，[ 忆 1= 141 ， 当 s 为 奇数 时 ，|Fl=-141. 

这 三 个 命题 的 结果 对 列 同样 成 立 。 

й1 设 4，B 都 是 x 级 方 阵 ， 求 证 

1.481 = 141-181. 

证 明 作 24% 级 行列 式 


4B А 
ІСІ = 
о Е 
据 拉 普 拉 斯 展开 定理 有 
IC] = [.481.1Е| = 1.48]. 
把 命题 1 用 于 列 的 情形 有 i 
AB A АВ-АВ A о 4 
0 Е |0-ЕВ Е -B E 


61) = | -B| JAI CD" 
A 


0 


= А.В = 1414 В|. 

故 得 1 4B1= 141.181. 

例 2 ЖА, В, С, ОЮЖпхтш , B | A| #0, 
АС= СА. 证 明 
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A B 
C D 


= | 4D-CB|. 


证 明 1410, SA RE. 


由 命题 1。 
A B 4 В 
с D 0 也 -C4-1B 


= [4[:10-С4-:В| 
= |ACD-CA-'B) | 
= | 40- (СА)А-'В | = | AD-CB|. 
$15 设 4，B 都 是 mn 级 矩阵 ， 证 明 A4B，BA 的 特征 多 项 
式 相同 。 | 


证 明 AB，BA 的 特征 多 项 式 分 别 是 
14Е-АВ|, |АЕ-ВА|. 


АЕ В 


命题 3 Е 
A (-1) 2" 


# 
НЕ о рр, 


得 证 1 
б. “ARIZA” PHIR 
有 如 下 一 道行 列 式 计算 是 


j 


1 1 1 

1 2 3 4 

1 з 6 10 | 
1 4 10 2. 


它 的 结果 等 于 1 。 不 难 知道 ， 这 个 行列 式 左 上 角 的 三 阶 、 二 
阶 、 一 阶 子 式 也 都 等 于 1 。 即 
111 
1 2 3 =1, 
136 


这 一 现象 并 非 偶然 ， 经 观察 、 思 考 、 联 想 ， 发 现 这些 行 列 式 
的 元 素 从 左 角 起 构成 “杨辉 三 角 ” 的 一 部 分 。 考 虑 到 “杨辉 . 
ZA” 的 每 一 行 都 是 二 项 展开 式 的 系数 ， 我 们 将 “杨辉 三 
角 ” 表 示 如 下 | 
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=b [1[=1. 
1 


0 
С, 
0 t 
Ç, С, 
0 1 2 
С, С, С, 


0 1 т-1 r п-2 1 
Cu, Сз Ci п-1 Са РЯ 
О pu - 
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于 是 ， 猜 想 有 如 下 命题 ， 
设 Co"=1， 则 


Co С! С: .. Си (ба! 
0 1 


2 n-2 п-1 


С° C! С? š С"? Can-i 
1 3 no a 


2 п-1 


С° С! С? РЕЖ С": Cr! 


-2 n-1 n 21-4 21-3 


С° Сі. C: ... Cn cr? 


n-i n+l 21-3 21-2 


试用 数学 归纳 法 证 明 上 述 命题 ， 记 左边 的 行列 式 为 站 。 
1) Di= | C8 | = 1， 命 题 成 立 ， 

2) 假设 Dk= 1， 即 
СЕ CY з бєк oqka 
1 -2 k-1 


Co С! Sig ck? СЕ! 
1 2 -1 


k k 
=1. 
0 1 К-2 к-а 
CL, k-1 2k -4 2k- 3 
С° С: СЕ? К-1 
k- k 2k-3 29-2 


° 1 k- - k 
c° С! ck с: k 
1 k k 1+1 


则 В; = С° Сї 455 СЕ? ск! СЕ 


к-з k-1 2k-4 2k-3 25-8 


0 1 Dé К. 2 k-1 k 
C 5 с, C C C 


2 sk-s 2k-1 


C ° Сї ia СЕ? Сї СК 


k k+1 зк- 20-1 2x 


从 最 下 横行 起 ， 每 一 行 顺序 减 去 上 面 一 行 ， 并 由 组 合 数 


WERC as - Ca= Ca ”得 


1 С! С? c 1 c 

8 k 
0 С’ Сс: . СЕ СЕ: 

2 k 

0 С: С! ря СК 2 k-1 
Ри = 2 s k k+1 
° k-2 k-1 
0 Cia с; С, С, 
0 1 k-2 к-1 
0 СІ k+1 2k-2 2к-1 


° 1 РД К-2 (К-а 
C; c: с, Chu 


С° с! эе cE: СЕ! 


上 -1 k 2k-s 2k-2 


° 1 85 k-2 k-1 
с, Са Сы; C yay 


从 最 右 直列 起 ， 每 一 列 顺序 减 去 左面 一 列 ， 并 由 


m-1 


m m 
Cai Са =Cn 得 


° 1 оъ k-2 k-4 
c, Ci Cia C 


C° С! Фе ck СЕ! 
2 2 1 
Пуна | еее иен = рұ=1, 


С° с! әс ck- СЕ! 


k-1 k-1 2k -4 2k-3 


c° С! üs СЕ? СЕ! 
k k 2k-3 2k-2 


由 以 上 过 程 可 知 ， 命 题 成 立 ! 
继续 观察 “杨辉 三 角 ” 经 计算 发 现 
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5 171 
1 8 2 5 70.5 28 8 1 


1 2 1 
1 1 
=1, 133 =1, 
12 | 
1 4 6 
1 3 3 1 
1 4 6 4 
=1, 
1 5 10 10 
1 6: 15 20 


这 就 是 说 ， 以 “杨辉 三 角 ” 第 # 行 的 % 个 元 素 作为 第 一 行 ， 向 
下 依次 再 取 #- 1 行 的 左边 的 前 x 个 元 素 ， 这 样 组 成 的 # 阶 行 
列 式 等 于 1 。 
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不 仅 如 此 ， 还 可 发 现 


1 3 
1 4 
1 5 
=1. 


1 
1 
1 
1 


5 
6 
7 


8 


28 


等 等 。 于 是 又 提出 如 下 命题 ， 
以 “杨辉 三 角 ” 的 第 r 行 中 左边 的 个 元 素 (гв) 作为 

第 一 行 ， 向 下 依次 再 取 w ~ 1 行 中 左边 的 前 x 个 元 素 ， 这 样 组 

成 的 ? 阶 行列 式 等 于 1 。 即 


С? 
ті 


С° 


rtas 


С° 


т+п-2 


C? 


г-1 


1 
г+0-3 


1 
т+п-2 


С: 


г-1 


2 
г+и-3 


2 
т+п-2 


„Сп? 

г-1 

С"? 
r 


.. Cn 


r+n-8 


„Саз 


т+п-2 


Сі! 
т-1 


С n-1 
г 


С": 


1+1-3 


С п-1 


г+п-2 


| 


仍 可 用 数学 归纳 法 对 # 予 以 证 明 ， 得 知 上 述 命题 仍 成 立 。 
读者 可 再 寻求 “杨辉 三 角 ” 中 的 其 他 行列 式 问题 。 
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7. 矩阵 相 乘 的 Falk 图 示 法 


本 方法 由 德国 人 S。Falk 于 195 1 年 提出 ( 详 见 
@.ГленясвжН.5ю & Æ < Matrizen and Пеіег— 
` minanten», VEB Fachbuchverlag Leipzig (1973) ` 
版 一 一 德 文 ,; 第 156 一 162 页 。 这 里 转 摘自 《 数学 通报 > 9 1 
年 1 一 4 期 )， 其 优点 除 直观 外 ， 还 兼 有 结果 校 验 的 功能 ， 
”特别 适用 于 数值 矩阵 的 计算 。 现 以 实例 简介 如 下 。 
1 ) 设 


2 1 4 2. 2 2 
1321 1 3 
А = ‚ В= 
l 0 1 1 0 1 
2 3 4 1 1 1 
ЖАВ, 
м 见 下 图 示 
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其 中 例如 ，4 =(1x2)+ (0х3) + (1х1) + (1х1). 
对 上 述 结果 可 分 别 用 图 示 进 行列 校 验 和 行 校 验 。 


结果 的 列 校 验 如 下 ， 
1+3+0+3= 7 
13+14+4+18=49 
(6х2) + (7х3) + 
(11х1)+(5х1)= 49, 


结果 的 行 校 验 如 下 ， 
1+3=4 

6 +14=20 

(1х4) + (3х4) + 


(2х1) + (1х2) =20 
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1 3 2 1 1 
{0121 _ | 2 
ЕАН 1 

2 0 4 1 3 
/ 2 
1 2 1 
С= ,D=]| 0 
з 
1 
试 求 4BCD。 
有 如 下 两 种 方法 
@ 从 左 向 右 计 算 〈 附 结果 的 列 校 验 ) 


12730112 | 361 
т 18 7 | 


31 2319 |: 
ШАШ 


gronn a lacera кш 


5 


= о = N 


ABCD 
“р 


列 校 验 用 
YY 
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@ 从 右 向 左 计算 〈 附 结果 的 行 校 验 ) 


8. 矩阵 初等 变换 后 逆 阵 的 求法 


可 道 方 阵 4 经 初等 变换 后 ， 所 得 方 阵 的 道 阵 如 何 求 ? 有 
如 下 结论 | 

命题 1 对调 4 中 i、7 两 行 ( 列 ) 所 得 方 阵 4ii 仍 可 道 ， 
TBA ”可 由 4 中 对 调 i、7 两 列 〈 行 ) 得 到 。 С 

证 明 -4ii 可 道 是 显然 的 ， 下 面具 证 明 行 变换 ， 列 变换 
同 理 可 证 。 . 
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BAs Eul, А = AE =A En, 

得 证 1 

同 法 可 证 

命题 2 RKA 0 乘 4 的 第 ; 行 ( 列 ) ИВА) 
йй, B. A) -可 由 -4- :中 第 ; 列 ( 行 ) 乘 以 到 得 到 。 


命题 3 以 & 乘 4 的 第 j 行 ( 列 ) 加 到 第 ; 行 ( 列 ) 上 所 得 
HEAT, H CAii(hk)]-! 可 由 A-! 中 第 i 列 ( 行 
乘 以 (一 k ) 加 到 第 j 列 ( 行 ) 上 得 到 。 

4A :已 知 时 ， 对 于 4 经 初等 变换 后 所 得 方 阵 的 这 降 , 
上 述 命题 提供 了 简捷 求法 。 例 如 


3 -2 0 -1 
0 2 2 1 
A= 
1 -2 -3 -2 
0 1 2 1 
不 难 求 得 
[1 1 -2 -4 
4 0 1 0 -I 


| 2 1-6 -10 


如 将 4 的 一 、 三 两 行 对 调 ， 则 相应 将 4 的 一 、 三 列 对 
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4)， 则 相应 将 4! 第 四 行 


如 将 4 的 第 四 列 x〈 — 
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如 将 4 的 第 四 行 x 3 加 到 第 一 行 上 ， 则 相应 将 4-! 第 一 
列 x〈- 8 ) 加 到 第 四 列 上 ， 得 


3 1 6 2. -' 
0 2 2 1 
1 -2 -3 -2 
0 1 2 1 


ЯН, ERARI УЖО: 可 由 对 
4 施行 相应 的 轮换 而 得 到 ， 即 有 

命题 4 对 可 北方 阵 4 作 一 次 行 ( 列 ) 轮换 所 得 方 阵 
仍 可 逆 ， 且 其 逆 阵 可 由 对 4-! 相应 作 一 次 列 〈 行 ) 轮换 得 
到 。 ` 

这 里 ， 轮 换 的 意义 是 这 样 的 。 将 4 的 第 一 行 〈 列 ) 移 到 
最 后 一 行 《 列 ) 、 其 余 各 行 《 列 ) 均 前 移 一 行 ( 列 ) ， 称 为 
对 A 的 一 次 行 ( 列 ) 轮换 。 显 然 ， 一 次 行 ( 列 ) 轮换 相当 于 
将 第 一 行 ( 列 ) 依次 与 后 面 各 行 ( 列 ) 对 调 、 故 命题 4 可 由 
命题 1 直接 得 到 。 

例如 ， 由 


| 
可 得 
хла 3 -2 1 
3 43| а= р-з 5 -3 
1 2 3 ПЕЕ 
РЯ i РН 
s. фа ( 2 1 3 
2 3 $ -号 -3 
2 2 1 Ыз H 
等 等 。 


9 .分 块 和 矩阵 的 准 消 法 变换 及 其 应 用 

处 理 分 块 矩阵 的 有 关 问 题 ， 采 用 准 消 法 变换 的 方法 ， 比 
较 简 捷 ， 便 于 掌握 ， 有 规律 可 循 。 

1 ) 2 1 3 P£ 65 t j ik КЁ 

Я C .45j ) rx* 表 示 通 常 的 第 ; 行 与 第 7 列 处 的 小 块 为 mixX 
n АВН ВЕС =1,2,…, ту j=1, 2，… S) о 
当 形 式 地 把 每 个 4;j 看 成 一 个 元 素 时 ， 分 块 矩 阵 〈 Ai) rxs 
便 形式 地 成 为 一 个 хо 和 矩阵。 约定 ， 把 这 个 形式 矩阵 的 
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第 ; 行 与 第 / 列 分 别 叫做 分 块 矩 阵 ( 4ii)rvs 的 第 ; 行 与 第 7 列 。 

定义 1 ” 设 分 块 矩阵 如 上 所 述 。 则 称 下 列 变换 为 分 块 矩 
阵 的 准 消 法 变换 ， 把 分 块 矩 阵 C 4ii ) +、: 的 第 i 行 〈《 或 7 列 ) 
22 (Ж) тк X mi ( пух п ЕВ 0 СА); 
ВР CRID E Cki, Геју. f 

定义 2 HERRN xni 单 位 矩阵 。 则 称 由 分 块 单 位 
ад ( Eni, Ens *, Еш) 经 过 一 次 准 消 法 变 换 而 
得 到 的 分 块 秆 阵 为 准 消 法 矩阵 。 

下 述 命题 和 定理 显然 是 正确 的 。 

命题 1 淮 消 法 矩阵 恒 可 下 为 若干 个 消 法 矩阵 的 乘积 。 

命题 2 ЖЕНИ, Нд 

定理 1 设 (4 1) rxs 为 任意 分 块 矩阵 ， 则 对 (4ii)rxs 的 
行 (或 列 ) 施 以 某 个 准 消 法 变换 的 结果 ， 相 当 于 用 相应 的 准 
ЧН ЗЕЕ RH ) R СА) raso 

定理 2 准 消 法 变换 不 改变 矩阵 的 秩 、 Пава 
可 道 性 。 

我 们 还 可 以 定义 分 块 矩 阵 的 准 倍 法 变换 和 准 换 法 变换 ， 
并 有 相应 结果 ， 此 处 略 去 。 

2 ) A if; F 38 5 3 Ë 65 # 


A 0 
引 理 1 жы+ав<в[ c В , С= 0 时 等 号 


成 立 。 
A A 


引 理 2 жав J 


A A. 
4 。 上 二 引 理 成 立 是 显然 的 。 
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ЖИЗ #h( A+B)<# A+#kB, 


ке a( < ч еа 2) 
и 5 Е 及 定理 2， 
引 理 2 即 知 定理 成 立 。 

推论 1 RCA, В) <ЖА+ЕВ. | 

.推论 2 |ЖА-ЖВ | < СА+В). 


定理 4 #ABC>3kAB+ #kBC- В, 


ыы aÍ ABC Г. k 0 AB вы 
a а еве. с^ 
2 ， 引 理 Н 得 所 证 结论 。 | 


推论 3 ЖАРА 秩 了 - B 之 行 数 。 

推论 4 ЖЖАВ<тї{ ЖА, В}. 

推论 5 车 4，8 均 为 n 阶 方 隆 ， 且 4B= 0， 则 秩 4+ 秩 

Ban, 
”推论 6 #k(C(A2)> 2#k(A2)—- CA) 

推论 7 AT) + (47) о (Ат), 
т, УРА. 

定理 5 Ж(4-Е) + ®(В-Е) >Я С АВ-Е). 


А-Е 0 、 AB-E АВ-А 
„Т.Т 
0 В-Е | В-Е В-Е 


及 定理 2， 引 理 2 即 得 结论 。 
推论 8 #k(XAB+ A+B)=<#kA+ KB. 
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定理 6 设 4 为 " 阶 方 降 ， В.4*=Е, МЖСЕ+А)+ 
# (E- A) =n, 


Е+А 0 2E 0 
жы ЖОЛЫ Ыы 
оок-4/.\9 14-45), 


А:=Е 及 定理 2， 引 理 1 即 得 结论 。 
可 类 似 地 证 明 


жат 设 4 是 1 阶 方 阵 和 且 适 合 4 = А, ИВА СЕ 
- A) =n. 
EES Азик, ШЕСЕ, - A) - ж 
En- АА’) =в-т. 
° > En .4 
证 明 | Es-A4 © H | 
о Е, 
[е 6 0 


А =, зея, 引 理 1 即 得 结 
0 Е.- АА Ж 


定理 9 BA, ВАУтхп, nxm, WEA- 
АВА) =ЖА+Ж(СЕ„-ВАу-п, 


| 4-АВА 0 ү (4 4 J 
Е, Л, BA E, 
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证 明 由 


A 0 
( ] ажо, sm лин. 
0 En- BA. 


推论 9 ХУА. X 8900366 2 38380 ERA 
ФСЕ. ХАУ =n, 
定理 10 Ат, а, pang 列 向 量 ， 则 秩 
(4+ap' у>п- 1, НЖСА+ав” 》=% 的 充分 必要 条 件 
‚ЗЕ В’ А-а - 1. 


Atag’ 0 А. а 
м, 
0 1 -В 1 


4 0 
-| зая, йя тин 
0 14074-12 


论 。 

f ЕРЕВАНЕ, АННЕ НЫЕ 
证明。 | 

3 ) 准 消 法 变换 与 行列 式 


A 0 
19 5 AEREA, BA | ая - lai IBI. 


C A 
引 理 4 Или ВЯ | Г | 
в 0 


=(-0" в!. 
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14 
5 车 | 4| 0， Mic 


CA 'B|. 
EEN 对 任意 的 x 阶 方 阵 d 和 B， 恒 有 |:4B |: = 


41781. 


В ~En \ { B -En 


严明 a| A ] Хав “0 


ариз, 引 理 4， 对 上 我 玩 江 到 行列 式 易 得 结论 。 

i 定理 #2 084, В, С, рати 方 阵 ， 且 4C=C4， 
в | 

sapa sa l, 
D 


Я 4 
е Š 


证 明 JEHO, МАЄ СО, SMR ,.АЁ-+А | 
| kas B| 
хо, НАЕ+АНСИВ, МНЯ | p! 


= | (CAE+4)D-CB|. 令 1->0， 便 得 结论 。 
HERB ЖАЗЫЛ, U, Vj EAR, AHA 
,的 伴随 矩阵 ， 则 .| A+ UK = [A| AU, 
证 明 显然 存在 6 之 0, 使 当 4E (0,6) 时 , ЛЕ+А| 0. 
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AE+A U` (AE+A)+UV’ 0 
Жн E "ei ) 
É ` 1 Á Spr s fo 


及 定理 2 , 引 理 3 , 引 理 5, 上 式 两 端 取 行 列 式 得 | CAE +A) 
+UV’ | = ЛЕЖА | +V'(AE+A)*U, 10, 便 得 
所 证 等 式 。 

推论 10 设 U，7 为" 维 列 向 量 ， 则 E+UV | = 
1 +V'U, 

定理 14 设 4，B 分 别 是 mxz nxm, Wim2=n, MW 
对 任何 数 4*0， 都 有 4"-" | AE,- ВА| = [АЕ 4B|. 


( AE. А J 
= 

B E, 
AEm 0 


= ,| 及 定理 2， 引 理 3 М 
УВ Е.-АВА 


е MEn-4B 0 
ши в [ J 


В E.O 


上 式 两 边 取 行 列 式 即 得 结论 。 
推论 11 WA, BZA mx nAn x тр, w 
|En- 4B]| = |Е.-В4А|. 


推论 12 设 4，B 都 是 x 阶 方 阵 ， 则 48B 与 4 有 相同 的 特 
征 多 项 式 。 

o | | Р 

定理 15 ИА, Вл ЗЕТ, M | _ Бо. 
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A В ГА’ B y 
я a | |- |- 
-DB А А-В А+іВ 


и А-В В. 
| | azaz, 引 理 3， 对 
0 A+iB 


° ' А B| 
ERRIA, EA | А ñ 


=|A-iB| |A+iB|=|A+iBI|A+iB|= 0, 


4 ) Z 2 38 Ë 5 *[ i£ ЗЕ E 
ЖДД pt E EE ЛЖАН ЛЖ ЖЕ BE BJ B| 3⁄2 pk [Н] 
题 。 | 
` 定理 16 Ати р, В, С, ОЛЯ ат x n, 
nxm, nxn, М | D-CA B| 0, № 


A. B 
с D 
о -A-'B(D-CA-'B)-! 
~- (D-CA `B) CA (D-CA-1B)`' 
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证 明 и 14, D-CA'tB 均 可 逆 ， 故 由 
~” En 0 А ВЕ, ~ АВ 
N -СА-! | с D )( 0 En J 
-( A 0 
.0 D-CA'B J Ў 


ВИТ, НН ЕККАН -!, нае. 
推论 13 ИЛИТ, U, Ийт Ж. ШЖ 


(А U 
VW'AU=a, № | у ва, 且 其 逆 为 
И! а 


A+A 'UV' А-(а-И'АЦ)-! ккал Дд) 
-V'A Са- V'A U) Ca- V'A U) 
жыт БАНЕ, В, CHIE n xmm Xn 


EBE, ШЛЕ + САВ | а-0, 4+ BC, B, 
СА+ ВС) = 47'- А'ВСЕ.+ САВ) CA, 


证 明 шшкене 


Бира pa Жу 


340: 


A -B 
c A J% ee 


2 А+В8С 0. 
-( J (1> 
0 En 
易 知 4+ ВСЕЙ, 
А -B P В, : 
Я = | | ， 则 由 定理 16 知 
C E, с, D 


Р-ДА A B. (E, +CA1BY CA’. PEN 
《1 ) 易 得 (4+ BC)-: 


в. ГЕ, f 
=(Е,,0) | | |+. 


即 得 结论 。 = 
#14 Ба, ВЯ п 维 列 向 量 。 如 果 В'азе-1, W= 
Es tapi тй, НИЖЕ, O+ Вга) ав ) 
推论 15 Жа, Вп ЈА, Н о ае 05 ШР 
-os 0, ШЕ, - cap TX, НИ 
Е, +(1 - оВ'а) ‘сар’. | 
证 明 令 6= -oa， 则 由 题 设 -o-! (0'ó+1) =p'a- 
o0; 中 p56 二 一 1。 于 建 册 推论 坛 知 石 s +087 тр; 
(En+6pB’)-'=E,~ (1 +8'ду)у-188'„ ЊЕ, op 
HA, НАШЕ, +0 (1 -op'a) ap, 
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10. 线性 方 程 组 AmnXni = bmi ИЕ 阵 解 法 


研究 线性 方程 组 
[ах + aza ++ ашта 61 


|" и Gzzz t + GsaT =b; 


[а 223+ o + Ginn Zn = bm 


写成 矩阵 形式 为 maXoi= bm 
下 面 用 矩阵 方法 解 上 述 线性 方程 组 ( 思 =% 时 ， 教 材 上 已 有 
矩阵 解法 ， 这 里 m，? 不 一 定 相等 ) 
定义 1 设 4 是 m x ?矩阵 ， 秩 (4) =z(2)， 则 4 称 行 ( 列 
) 满 秩 矩阵 ， 当 m = x 时， 则 4 称 为 满 秩 矩 阵 。 
定义 2 设 4 是 m x4 矩阵 ， 若 存在 %x т В, 01: 
АВА= А _ 则 称 B 是 4 的 一 个 弱 逆 阵 。 记 4-， 因 而 ，-4 
=B . . 
定理 1 #IRF E-— mx EBA, В @ ЖЕ 
换 化 为 以 下 形式 的 矩阵 。 
ГГ, Orsan- \ 
Om-rs: быз) 
MAn ЖЕ EREE, WAREM REPA n g 9] й pe 
Q в. = 
ү - О\ 
PAQ= | 
(0 0) 
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定理 2 设 mx# 和 矩阵 4 的 秩 为 +， 卫 和 Q 分 别 是 m， "Ин 
fIr 01 
逆 阵 ， 使 得 ，P4Q = |. o | WB AB538868 жж 


且 必要 条 件 是 ， 
(Ir M) 
О [Р 
М,. M,) 
其 中 Mi，M,，M: 分 别 是 任意 给 定 的 rx (т-г), 
Cn-r) Xr, (n—r) x (т-г) ИЕ. 
证 明 # 


(1 M.) 
В=0 | [Р , 验证 
(М, М,) 
(r 0) (IL М, | 
| IQQ] | Px 
о oj LM, M, J 
(1. 0]. 
Р-! | [9-' 
о ој 
(I, O) (L M.) [1..0) 
"l | | | | | Q-! 
O OJ (М, M,J (О О) 
(L. Mı) ГГ. O) 
| | | | О! 
о o JO о) 
(1. O) 
=Р-! | | Q-! 
lo ol 
=A 
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0, ВЕЛИ, 5х, ВАЛКИ, 5 
| (X M) 

B=Q | |P 由 于 4B4=4,， 因此 
LM, M.J 


(1. O) (X M.) 
P | lQ: Q| | Р.Р-!х 
LO OJ J 


REX = 1,, МЫЛА 
(I Ми 
Q| | P 
LM, М,) 
шшш. 
ЗЕЛЕНИ, тот РЬ, НЕ, 因为 
Mi:，M ,，J ,是 任意 选取 的 ， 记 以 弱 送 阵 并 不 唯一 。 
特别 ， 当 4 是 列 注 秩 拒 阵 时 ， 可 令 PA= (у ) 其 中 P 是 


тии, МАК BUA =(I,M)PM Enx (п-т) 
>. ЖЖ: 


A A= CMP P(Y) = 
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О НЕВЕ 4 的 弱 道 阵 4-， 必 是 .4 的 左 适 降 。 闻 型 ， 当 
АВЕ, AURREA DEARADH. 
定理 5 ЮА ЗУЛ АХ A= АЛЕ, И-М 
ж, 
| _  б=4-+У- A-AY AA- 
其 中 了 是 任意 n x m 阶 矩阵 ，A 是 m xz 阶 矩 阵 。 
证 明 A(A-+Y -A-AY.AA-)A 
=AA"A4+AYA- АА АУ АА-А 
= ЛА-А+ AYA- AYA=A 


另 一 方面 ЕКЕУ Х, RY = X- 4 
则 X=A-+Y 
=A +Y ~ A AA + AAA 
= 4-+У - AAX AA + А-АА`АА- 
= 4-+У-А-АСХ-А-) AA 
= 4-+У- A-AYAA- • 


所 以 任意 解 都 具有 所 要 求 的 形式 。 
定理 4，” 设 -4 是 m хт, Бтр 向 量 ， 则 
1 "线性 方程 组 4X = 9 有 解 的 充分 且 必要 条 件 是 存 
在 一 个 4， 使 得 44-b= b; 
2' 此 时 4X = 8 的 全 部 解 集 是 ; 
{ 4-b+ (1,-4-4)2| НЕВА } 
证 明 1". 因 为 存在 4-， 使 得 44:0= b, 再 与 方程 组 
AX =bik3k, ЧЕХ = 4- 是 方程 组 的 一 个 解 .反之 ， 
АХ =b 是 相 容 的 ， 令 XX。 是 它 的 一 个 解 ， 即 有 : AX。=b。 
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7 ЖА, b= AX.= ЗААХ, = АА-Ь 
2° 当 6= 0 时 ， 那 么 方程 组 为 ，.4X = 0 称 为 
АХ = 0 的 导出 齐 次 组 性 方程 组 。 : 
Юж, АСГ.-А-А)=А-АА-А=0 : 
所 以 ， 对 任意 的 Z 是 任 ВИН Ш, М. Aa 
A-A)Z= 0, Bl CT, -4-4)2Z 是 天 的 一 个 子 空间 ， 称 为 
AX = 0 的 解 空间 。 
车 -Amr 的 秩 为 +， 则 有 
CA) > (АА) (ААА) ЖА. 所 以 ВА 
А=г. 
НАЛ, ЦГ ПАБ 
EE, НОЕ (7 - АА) =п-г. 
于 是 4X = 0 的 解 集合 是 : {1.-47А) 2 12 是 任意 4 
维 列 向 量 } 
由 于 ACAb+ СГ.- 4-42) = ААЖ АСТ, - 
АА) 2=Ь 
БИ, АХ = 8 是 相 容 的 ， 其 全 部 解 集 А 为 : {Abt 
C- AA) Z | 2 是 任意 n 维 列 向 量 }。 
定理 5 ЖАХ- ЫЖ, Hb 0 Bf, 则 其 解 集合 
{ Gb1G 是 4XA4= 4 的 解 集 }。 
Е: 由 定理 3 知 : AXA= 4 的 任 一 解 Xo，XY,€EG'。 
Xos A +Y -A-AYAA- 
ЫШ, Gb= < 4-+У- A-AYAA- УЬ 
=A-b+Yb- А- AY AA-b 
=A-b+Yb- А-АТЬ 
=A-b+ (In~A-A)Yh 
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SY ambm = Za № 


{ War Vs ' Ym S bi \ 21. 
А | | Уз Уз: … Ym | b; Z: 
+. 34 = 
iD Yri Япо … Ynm bm ` Zn 


不 违背 一 般 性 ， 令 0 大 0， Jaa =b. 21 
Уш = bi lz, s ул= 120, 其 余 Jii= 0. TK 
Съ= А-Ъ+ (I~A-4)Z。2 为 任意 % 维 列 向 量 。 
А2, ЖАХ=Ь, ЖА: 1°. AX =b <> AA b 
=b. 2°, b# 0, АХ= #25. { Gb | С EAXA=A 
” 的 解 集 }。 | 
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11, ,线性 空间 替换 定理 的 又 种 征明 


替换 定理 是 线性 代数 中 一 个 十 分 重要 的 定理 ， 用 归纳 
法 ， 从 r+=1 开始 证 明 ， 学 生 们 颇 费 理解 ， 本 文 想 从 学 生 易 
掌握 的 线性 方程 组 理论 入 手 ， 给 出 男 一 种 证 明 ， 以 利 理解 本 
定理 和 消化 前 面 所 学 过 的 知识 。 

营 换 定理 的 叙述 如 下 

设 向 量 组 { Qis G... „а; } (1 ) 
,线性 无 关 ， 江 且 每 一 ai 都 可 以 由 向 量 组 


{Bas Bars Bs) (2) 
线性 表示 。 那 么 r<s， 并 且 必 要 时 可 以 对 〈 2 Я 
编号 ， 使 得 用 4,，0,…… ‚ а BRL’ Beee › Bo 1% 
的 向 量 组 

{ а,, а,, сез ‚а, Ва, сө, В; } (3) 
与 (2 ) 等 价 。 


证 明 设 ai= È ав. i=l, 2, “5 г, 
w 


假若 r* 之 s， 则 线性 方程 组 
fa, ta, t, t tat = 0 
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[а,,х=, +а,,1, +. +а,т,= 0 


МЕЧ tast, +. тах, = 0 
有 非 零 解 。 
:818 


<*> 


设 4,，w,…，ur 是 它 的 一 组 非 零 解 , 并 分 别 以 Bk 乘 以 第 
k 个 方程 (k=1 ， .2 ，…，s ) 得 : 

ба, ‚и, +а, ‚ш, t+ ани ) В, = 0 

Са, и, +а, и, + Наши; ) В, = 0 


(азы, +а::н, +e +asur) Ё: = 0 


各 式 相 加 得 ; 
u, 2 asık +u, > ау Вк+ +иг Ха, = 0 


Ш u,a, +ц,а, +u G= 0 

| ЖЫа,, а,, sar 线性 相关 ， 与 已 知 矛盾 ， 故 r 三 s。 ; 

ИН ЕЕ, УСН ЖӨЕ АПК, 

长 能 小 于 ry 否则 同样 可 找到 一 组 非 零 解 ， 推 出 0,, &,，…， 
оН, УБАРА, ТАЛКО) = ro 则 对 方程 组 (※) 
中 各 方程 次 序 经 过 调整 ， 可 使 后 s - * 个 方程 是 前 r 个 方程 组 * 
合 的 结果 。 不 妨 设 现在 这 样 已 经 是 调整 好 的 ， 那 么 由 此 我 
们 可 推 知 6,， В,, °°. Pr 可 由 a,， а,, s © Br;, әй 
Ш. 此 处 的 B,， В; Аў Bis Pisis хе B .已 重新 编 
号 。 


B11 а, , + аш 

р а а өө Aor 
FRE, ЖЕ 1: 3 27 | 的 秩 为 r。 

агр арз … Arr 
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а,,хт,+а,,т,+ + taxt, = 0 


TTA TETTETTETTETTETII 


(ans +a, +e +a, 1 
| 
1 
| 


(ах, тат, +++ Жа; = 0 


有 了 唯一 解 (1,， las ssp 2. 
对 应 方程 组 ( ※ ) 中 的 后 s 一 r 个 方程 的 形状 ， 由 这 ?个 
‚ 方程 的 左边 组 合 构成 ， 此 时 右边 也 须 是 相应 组 合 ， 但 结果 不 
一 定 是 原来 的 0 。 即 可 得 到 方程 组 ( жж ) 如 下 ， 

faz, +а,,=, += Нал: = 1 
а,,х, +а,,2, +... +a, r= 0 
ariz, Фах, He tarre = 0 

ры агат +: "агане = Crn 


ТЫ 


je, Fint Fa аа зг2г= Cs 


同样 以 pk 分 别 乘 以 第 k 个 方程 (k = 1 ,2 ,…,s)， 从 而 有 


(а,:2, ах, ++. Нах; ) В, =В, 
ne ie ОИ >В, =0 


(анх, Far, F: Жалт: Е 0 
Сагыз, Harps te Жагы, гт) Bri 
= себе ` 


өн езе кое рее тез ss os. др Феи бое on өбө ео до ез вое бое во» 


{а ах, Hast, te ах, ) В, = с.В; 
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$. $ 
各 式 相 加 得 z， > akipk+z， 之 akbu ++ 


s 


十 Zr > a, 8. = В, + Cerbers +. +с38; 


k-1 


H х,а, +х,9, +. + = В, +, Вен, + е +c,B; 
Klis Lases 1r 代 入 后 即 得 

В, =1,а, +1,0, He +19: ~ Cre, Brei 77 = c Bs 
同 理 可 证 8,，pBs，…Br 可 由 Qa, S а, Boa s +, 
有 .线性 表 出 。 

所 以 向 量 组 { В,, В» ay В; } 与 向 量 组 { а, G, 
es. Ars Bo. с, Bs } 等 价 。 


12. ЕЯ КИЛЛЕН 


这 里 给 出 矩阵 可 对 角 化 的 一 个 充 要 条 件 ， 把 判断 矩阵 是 
否 可 对 角 化 的 问题 与 求 它 的 特征 向 量 的 问题 联系 起 来 ， 同 时 
也 给 出 了 一 个 不 用 线性 方程 组 而 求 得 可 对 角 化 矩阵 的 特征 向 
量 的 方法 。 

IE А, ВЕЧНИ, 

# (AB) >ЖА+#В-п 

定理 ” 设 4 是 数 域 上 的 一 个 n 阶 矩阵 ，4 的 特征 根 全 在 
下 内 ， 若 入 ,、 入 ,、*…、 入 是 4 的 全 部 不 同 的 特征 根 ， 其 重 数 
分 别 是 +,， Газ `" Tks 那么 
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G) Ане (Ц ом- 453 = ri, 
(i=j) 


ј=1, 2, ©, k, (1) 
GDH ORRIN, Ho-o 的 列 空间 就 是 
197] 
A 的 属于 特征 根 i 的 特征 子 空间 。 


证 明 〈i)。 设 4 可 对 角 化 ， 则 存在 可 道 矩 阵 7， 使 
Т-:АТ = diag{ 入 了 T:， 和 了:，…，AXkTk } 
这 里 右边 是 分 块 对 角 和 矩阵 ，T; 为 ri 阶 单位 和 矩阵。 于 是 有 
# Lor- -A(T ПП (%1-4)) г) 
i іа ј) 
жог Т- АТ) 
Сіз) 


=g ([ои-аав( A.I A I, ky рә 
(1%7) 


„ж аа iNT Oi- A Ms 
(1%7) 
‹(м-5Ак)1к }2 
=% {diag{ 0，…0 
0， ty 0 }2 


=} 
к>, жс Пом-4>2 =r j=l, 2, = 
(те) 
k， 则 反复 引用 本 文 引 理 可 得 


rS DR Oul- A - k- arz Ja- r) - (k= 2)n 
Gj) ) 
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| 2С j=l, 2, ~, k, 
Gj) 


这 里 用 到 了 齐 次 线性 方程 组 (入 I-4)X= 0 的 解 空间 的 
维 数 不 大 于 和 ;的 重 数 ri; 这 个 结果 。 于 是 有 
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(фе) a | 
从 而 秩 ( MT- 4) =п-г, i=1 2, =, k, 这 样 4 可 对 
角 化 。 

Gi) 设 ( 1 ) 式 成 立 则 4 可 以 对 角 化 ， 故 4 的 极 


k | k 
DEAR я xz-hi，A 而 TCM7-4) = 0 W 
a-a] Nr-4)=0 
` Gj) 
这 就 是 说 , П < - 生前 末 空 间 包含 的 特征 子 空间 中 ,但 
=] 


由 (1 )， loa - OS 的 列 空 间 的 维 数 是 rh 它 正 是 和 的 


da СНЕ САИ - А) =п- л) , 故 结论 (ii) 
成 立 。 

定理 证 毕 

推论 设 A4 为 数 域 F 上 的 s 阶 矩阵 ，A 的 特征 根 全 在 内 ， 
且 和 ,, 和 ,是 4 的 全 部 不 同 的 特征 根 ,其 维 数 分 别 为 r,,r,， 车 秩 
СА,1- А) =r, fk (A. I- А) =r,, 则 A 可 对 角 化 , НА, I 
- .4 的 列 向 量 组 的 极 大 无 关 组 恰 是 属于 和 ,的 极 大 线性 无 关 的 
特征 向 量 组 ,和 ,7 - 4 的 列 向 量 组 的 极 大 无 关 组 恰 是 属于 ,的 
极 大 无 关 的 特征 向 量 组 。 


328 


利用 上 述 定理 及 推论 ， 可 计算 符 阵 的 特征 商量。 在 矩 № 
的 不 同 特征 根 较 少时 ， 用 这 个 方法 计算 特征 向 量 是 较 方便 的 。 


Ња, маз енн, Mos- A) 35 33 $k E 


阵 ， 并 且 其 秩 是 rp аи (м1-4› 全 部 算 
出 ， Ашин ашын Sopa 今 举 例如 下 ， 


КАР 
4 6 0 
-3 -6 1J 


易 知 4 的 特征 根 为 ^, = - 2， 和 ,= 1 (二 和 输 )， 因 为 
-6 -6 0 
入 ,T- A= | 3 3 7 
| 3 6 -3 
-3 一 6 0 
aI -A= | 3 ] 
3 6 O 


i 0 
的 秩 分 别 为 2 与 1 ， 故 4 可 对 角 化 ， 又 因 可 以 选取 日 
| : i 


о 
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2 


0 
于 和 ,的 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 同 理 | 


特征 向 量 。 
例 2 ”容易 算出 实 对 称 矩 阵 


-1 1 
{ -1 0 1 
的 特征 根 为 ,= 1 CR), ,=3 
| 0 -1 0 
-1 0 1 
^,1-А= 
0 1 0 
1 0 -1 
2 -1 0 
е 2 1 
\,1-А= | 
1 2 
1 0 -1 


和 |-1 | 为,T- 4 的 列 空间 的 一 个 基 ， 故 这 两 个 向 量 是 必 


1 
-1 | 是 属于 和 , 的 


-1 
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(A ~ AG. 1I- A)= 


-2 0 КИТИ 

Е 0 一 2 неее 

A-AA -A= | ; 
于 是 可 选取 


и: 


ра (и 


分 别 为 hs， 和 X:， 和 ,的 线性 无 关 指 特 征询 量 。 


=> 


13. 矩 阵 特征 根 与 特征 向 量 的 同步 求解 法 


求解 矩阵 4 的 特征 根 与 特征 向 量 ， 传 统 方法 历来 是 

先 求 出 矩阵 4 的 特征 多 项 式 fA(X)= | XT- 41 的 全 部 
特征 根 ， 然 后 对 每 一 特征 根 和 Xi， 求 齐 次 线性 方程 组 (X 订 一 4) 
X = 0 的 一 个 基础 解 系 ， 即 为 4 的 属于 特征 根 人 ;的 线性 无 X< 
的 特征 向 量 。 

这 里 介绍 一 种 利用 夭 阵 初等 变换 ， 在 求 得 矩阵 特征 根 的 
同时 ， 同 步 求 得 各 特征 根 所 属 的 全 部 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 
而 且 它们 都 巧妙 地 隐 含 在 同一 矩阵 中 。 

这 种 方法 的 合理 性 在 于 下 述 两 个 定理 

定理 1 设 A 是 秩 为 -的 nx m 阶 矩阵 ， 且 


Ñas ыы Baxr Олу‹тш-г) 


I Im * Ри» (m-r) 


ЕВЕ ИМИ, ШЕ РЕ От ~ г A 16 
基 就 是 齐 次 线性 方程 组 4 和 = 0 的 一 个 基础 解 系 。 
证 明 设 P= (Prva re s Ра) ЖА Я 
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ПЕНАТА хоту. 设 
(B:0) =4(жір) 


Hp Ck : Рат хт нр, РЁтх (м-ге) S E, 
&Р (Ё=1, 2, e, т-г) 是 矩阵 局 的 列 向 量 ， 它们 线 
性 无 关 。 于 是 4P= 0 上 且 Pr,k 是 方程 4X = 0 的 m 一 r 个 线性 
无 关 的 解 向 量 。 

注意 到 .4 的 秩 为 r， 则 上 述 m - r 个 向 量 正 是 该 齐 次 线性 
方程 组 的 一 个 基础 解 系 。 

定理 2 甜 阵 4 的 特征 矩阵 F СА) 经 列 的 补 等 变 换 可 化 
为 下 三 角 的 * 一 矩阵 B Сл), ВАВА) 的 主 对 角 线 上 元 素 乘 
积 的 多 项 式 的 根 丛 为 4 的 所 有 特征 根 。 


证 明 设 4= 《Qij)nxns H 


Fa) aA) way: ИКУ 2 
| f, O) f,, O) esse... f,n(N\) 
Е(\) = 
fa 1) Faà) Sessa aC) 
: |е р 
Ж/А) = ， 显然 有 秩 F CA) =n 
{А-а (i=j) 


ЖЕ ‹ À) 的 第 一 行 元 素 ， #f.i À) (;=2, 3, =, n) 
不 全 为 0， 可 任 取 其 中 一 个 不 为 0 的 数 ， 不 妨 设 为 f, Сл) 
容易 通过 列 的 初等 变换 方法 将 下 (X) 化 成 


Р.О) 0 = 0 
gA) JaA) кд А g, (À) 


9m()) деа (А) з да) 


1.0) 0 
利用 分 块 矩阵 记 为 ( ) 
* GO) 


若 fi(M)= 0( j=2，3，…，n)， 则 F(X) 已 具有 上 述 
形式 ， 只 不 过 此 时 了 ,( 和 ) 不 是 的 零 次 多 项 式 而 是 一 次 多 项 
式 。 

现在 考察 G(X) 的 第 一 行 元 素 。 注 意 到 这 些 元 素 不 可 能 
#50, Ж ИЖ%ЕКО)<яп, УЖЕ) = ?矛盾 ! 可 任 取 其 中 
次 数 最 低 的 一 个 多 项 式 ， 不 妨 设 为 g9,(X)， 再 对 G(A) 施 以 列 
的 初等 变换 ， 可 使 该 行 的 其 余 元 素 都 化 为 零 多 项 式 或 次 数 低 
和 于 g,(X) 的 和 多 项 式 ， 在 这 些 次 数 低 于 9g,( 和 ?的 多项式 的 元 
素 中 ， 再 任 取 其 中 一 个 次 数 最 低 的 多 项 式 ， 继 续 如 上 施 以 列 
的 初等 变换 ，…… ， 由 于 g,(A) 的 次 数 有 限 ， 一 系列 初等 Ж 
换 可 使 C(X) 最 终 化 为 


Е 0 ) 
` Ж Но) 


манежа, РОНЕЯИТЕЯВ ЯН 
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fi) 0 … 0 
ВО.) = Р.О) … 0 
als ` : 


` : 
* Р.А) 


， 这 就 证 明了 前 一 结论 。 

又 因 和 矩阵 的 初等 变换 不 改变 一 矩阵 的 秩 与 行列 式 因 子 * 
易 知 定理 的 后 一 结论 也 成 立 。 

定理 2 事实 上 给 出 了 化 特征 矩阵 为 下 三 角 阵 ， 从 而 求 得 
特征 根 的 列 初等 变换 方法 。 

ШЕЛ) = M-A, Ë. 

列 初等 变换 Í ыз 

一 一 一 一 一 一 一 > 
了 РО) 

其 中 BA) 为 下 三 角 矩 阵 ， 则 BOA) 的 主 对 角 线 上 全 部 元 素 的 
乘积 的 多 项 式 的 全 部 根 恰 为 矩阵 4 的 全 部 特征 根 。 且 对 于 
伟 阵 4 的 每 一 特征 根 和 i:， 若 矩阵 BC 和 i) 中 非 零 向 量 的 列 构 成 列 
М НЕ, 那么 矩阵 b(Ai) 中 和 (Ai) 中 零 向 量 所 对 应 的 列 
向 量 是 属于 特征 根 和 ;i 的 全 部 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 否 则 继续 


人 ) 列 初等 变换 ( 了 (和 Ni) ) 
-一 一 > 
РО) Р*(^;) 

使 得 8*( 和 Xi) 中 非 零 向 量 的 列 构 成 列 满 秩 和 矩阵, 那么 P*( 和 Xi) 中 
和 B*( 和 \;) 中 零 向 量 所 对 应 的 列 向 量 是 属于 特征 根 和 的 全 部 线 


性 无 关 的 特征 向 量 。 
例 1 求 矩 阵 4 的 特征 根 与 特征 向 量 ， 其 中 


$30 


0 
ж 
入 -1 -1 -1 0 0 
( -1 和 -1 1 1 А-2 А-1 
ү 0-1 А-1 | 1 和 -1 ~à А-А 
= 一 > 
I 1 0 0 оо 1 
о то о 1 о 
o 0 1 -1 СА 
-1 0 0 -1 0 0 
1 X—5 1 1 1 O 
和 -1 -A м 入 -1 t -AXA-1)。 
= 一 
0 0 1 о 1 +2 
0 1 -1 0 -1 А-1 
1 -1 +1 1 入 +1 -А+А+1 


ШАО -—1)* О МЕВА, = 0，》,= 1 ССЖ). 
зл, = О, 人 因 B(X,) 的 非 零 向 量 的 列 构成 列 猜 秩 先 

阵 ， 且 其 最 后 一 个 列 向 量 是 零 向 量 ， 故 P(X,) 中 最 后 一 个 列 

向 量 ( 2, -1, 1° ) /是 ,的 线性 无 关 的 特征 向 量 。 
МА, = 1 的 线性 无 关 特 征 向 量 是 P(A,) 中 最 后 一 个 列 
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НЖС1, 0, 1), 


例 1 


0 0 
3 3 
0 1 


0 0 
A+1 -1 

0 А-1 

0 

1 0 

0 1 


机 的 特征 根 和 ,=1( 2), 
BÀ = 1 时 ， 因 BC(^,) 的 非 零 铅 量 的 列 构成 非 列 满 秩 甜 
阵 ， 故 需 继续 列 的 初等 变换 


= 
PO,) 


0 


омо N 


0 


0 
21 


0 0 

0 0 

0 0 
一 | 

0 1 

1 0 

2 `2 


求 矩 阵 4 的 特征 根 与 特征 向 量 ， 其 中 


和 -1 0 0 
2 -ї 0 
0 А-1 А-1 
1 0 0 
0 0 1 
0 1 А+! 


=-1 


| а) 
ре, 


мы оо о о 


由 B"(X,) 的 非 零 向 量 的 构成 列 满 秩 矩阵 ， 且 其 第 1、3 列 
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Жени, ЖРО 802381. ЗА ЮЗЬ 
关 的 特征 向 量 ， 即 (1，0，2)’ 和 (0，1，2)’。 

Ba, ARA = 1 的 线性 无 关 的 特征 向 量 是 (0，1 ， 
0)’。 


14. 给 阵 化 为 标准 形 的 一 个 定理 的 应 用 . 
. 应 用 哈密 尔 顿 一 饥 莱 定 理 将 线性 空间 V 按 特征 什 分 解 成 
不 变 子 空间 的 直 和 ， 有 ， 

定理 设 线性 变换 o 的 特征 多 项 式 为 1()， 它 可 分 解 办 
式 为 | 

ТО) = (А-А) А) аА А,) 5 
则 Y 可 分 解 成 不 变 子 空间 的 直 和 


其 中 Vi={ | (9-ЛЕ)9Ё=0, EEV }, i=1, 2, +s 
s ( 见 北 京 大 学 数学 系 编 《 高 等 代数 第 300 页 定理 12) 

我 们 可 以 不 改变 这 个 定理 的 证 明细 节 ， 就 可 以 将 该 定理 
推广 如 下 ， 

定理 4 设 线 性 变换 0 的 堆 化 多 项 式 fCX) = (А-А, 2 
+ (入 一 As)” 5(А,, Aisee ts Às 两 两 不 等 )， Мун Уо. 
不 变 子 空间 矿 ,, 矿 ;，…，, 矿 :的 直 和 ,其 中 矿 ;= (о- 和 五 )5 的 核 
= fi(c) 的 值 域 ,Fi(A) = РОСЛА) а=, 2, ,so ) 

定理 1 可 用 复数 域 上 n 维 列 向 量 空间 C" 与 阶 和 矩阵 的 语言 
改 述 如 下 ， 

定理 2 ” 设 n 阶 矩阵 4 的 零 化 多 项 式 f(X)= A-A, 6 
си 入;)™( 入 ,，…， 入 :两 两 不 等 )， 则 C" 可 分 解 为 :个 子 空间 

Ра, ДУ: { а | «Е С", (А- МЕ)ча=0} 
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={ РОВ | ВЕС" Y= Llais +, ai, (аң, ш у 


Ж},‹ .4 中 二 个 线 性 无 关 的 向 量 ， 即 是 子 空 间 vi 的 一 个 基 
ї=], 2, '*, So 由 此 可 见 ， 11, "ә mi б'е 


1 


(sis y Gst. 是 C" 的 一 个 基 。 


应 用 定理 2 可 解决 一 些 特殊 矩阵 的 Jordan 标 准 形 问题 
т Жл Ж АЙ ЖА" =4， 试 求 使 ?47 = 


Е, s 
| р 的 矩阵 7， 其 中 r 是 4 的 秩 。 


М 因 4 的 堆 化 多 项 式 f(A)= (А LQ, НИ 2 
Hb И, =1(а,, +, а), ау, 0s，Qr 是 A 的 r 个 线 性 无 
хии, 且 (4- 巨 na)ai=0 即 4ai= 1 96 = 1, 2› 
6, т) Vi= LIB,» "у Bu-r », Ву, Bis B. А- 
Ekin- r 个 线性 无 关 的 列 向 量 ， 且 :48i=0(C1=1，2， 
e, nmr), HFa s о, Ва, s В.С 的 一 组 
基 ,、 AEMET = Са,, +з, о, Ва, +", Ёш), 
由 分 抉 矩 阵 运算 性 质 知 ， АТ. =(a +, о, 0," 0) 


E, | Е; ` 
нти). 
0 0 
012 тИ ЕА Е КЬ сЕ = 0 (4, сж Я 


А.Е, 


^,Е 
ДРА, А, +A ко 0 的 两 个 根 ,r= 秩 (4 和 ,5)。 | 
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数 ， Bb: - 4e% 0), ART, TAT = ( 


解 НАШАА ОКО) = (А-А) -А,), НЕ 
2%, И, =1(а,, +, аг)(0,, +, or 是 4- 入 :五 的 r 个 线 
性 无 关 的 列 向 量 )， 且 (4- 和 ,BEa)ai= 0， 即 4ai= h,a; (i= 
l, 2, =, r); 7, = L(B,, siej В,._.), ‹В,, у Bor 
ÆA- En- + 个 线性 无 关 的 列 向 量 )， В(А-\,Е„)В;= 
0， 即 4Bi= 入 ,Bi(j= 1, |, n-r), H Фа, а,, °, N 
а, BB,，…，Bs-: 是 C" 的 一 个 基 ， 所 以 可 作 可 逆 矩 阵 T = ( 
Qis ` Gr, В,, ы, B.-r), 于 是 ，AT = Сл, а, , +, 


^, E, 
和 ar ^,В,, эчер ый =7| | 9 即 
AE aer 


МЕ, 
TaT =| ) ` 
入 sEn-r 


йз 设 ? 阶 矩阵 4 满足 (A4~XoE):= 0, kR EE 


j } 
Т, TAT = т ] ， W, 


№ E,-,s 


№ 1 
-| J ， $= 牧 (A-ME)。 

0 м . 

本 题 不 能 直接 应 用 定理 2 ， 但 利用 其 解 题 思路 及 例 1， 
2 所 得 到 启示 ， 有 如 下 解法 。 

解 因 秩 (A 入,E) =s 则 可 Фо, Ма ` ais 是 4- 
入 已 中 :个 线性 无 关 的 列 ，_4ii 表 示 4- ЕЯ 1, 
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2，… 3S)。 于 是 (A-ME ) aij= 0， 即 4ij= 和 Xoaii(Cjn 
l; 2, + S), 又 因 秩 ( А-МЕ) = 5, ЙЫ А- МЕ BJ 
核 空间 的 基 可 令 为 Qi,，…，Qis，PB,，…，Pn-,s， 此 时 ABt 
= АВ: (t= 1，…， п-25), ЧЕН, Gi,s "у 05у 
Gi, teis ++, оен, PB,，…，Pu-:s 是 C" 的 一 个 基 ， 其 
中 esij 表 示 巨 的 第 ij 列 ，(j= 1 ，2，…，s ) 。 于 是 可 作 可 
34 EBE 

T= Kai, Qi, че, Gi, Gi,Teio "+, Cisteisy 

8, 49. В.-252 

由 此 可 得 À А 

АТ = (оба, Аба, +е, +о;,), Aogmi,, Ao (Gi, +е а 
+), +, №095 + eis +0;:), y N: PP э MoB,-,s) 


М 


1 
` $ 
tsi № 1 
=T N j В 区 中 ,=[ } 
0 № 
МЕ n-as 


14 设 m 阶 Hermite 和 矩阵 4 的 零 化 多 项 式 w(A) = (À — 
м ) п... 《入 -As ) їз, 入 ,，…, 入 两 两 不 等 ， 试 求 тире 


à, E; 
T, $T- АТ -( N ) ‚ онр 
A Et; ` 


i КА Х.Е, 
и, gorao -| N \ 5 ЗЕ, + +в =n 
入 :已 ts | š 
М 中 ， 由 题 设 ，Hecmite 和 矩阵 是 可 对 角 化 的 ， 所 以 由 


最 小 多 项 式 的 性 质 ，A4 的 零 化 多 项 式 可 令 为 f(X) = (\-\,) 
… 《入 -入 )， 其 中 和 是 4 的 特征 值 (i= 1，2 ，…，s)， 据 
定理 2 MUVi= L( Gi, … оң D Wha, es а 是 
fiC A) = CA- Er САА. ) CA -Min 
Eip, Эс СА- Еш) 的 ti 中 线性 无 关 的 列 向 量 ， 且 Aci 
=): (}=1, 2, =, ti, i=1, 2, =, $) 
Ха, “5 ащ, з s азо s аа, 是 C" 的 一 组 
基 ， 所 以 可 作 可 道 矩 阵 7 = Ca, 55 an, s s Gs 
РЯ as ] ， 于 是 4T = (а, "5 маң э тә Às 
| ÀM Et, 


Gsi ”9 Asas ] = 了 МЕ | , 
sts 


@ ,再 对 @ 中 的 ait …aiti 用 Schmidt 标准 正 变 化 法 化 为 
Biss ©» В. ， 且 有 4pi= 和 ipi(i=1，2，…ti)(i 


=1, 2, s 5), 由 于 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 必 正 
交 ， 所 以 Bu， 9 В... Б] Ёз, у В. 是 C" 的 一 个 标 


准 正 交 基 ， 于 是 有 U = СВ, .› Ke В» sss Bs, “g 
В, J, 因此 40 = Сл...» у Mbiti Жы МВ» 


Г МЕ, 
my ABs ) -of Š 即 得 (3) 式 


я 
AsEts 


例 4 的 第 一 部 分 可 不 改变 证 明细 节 便 可 推广 到 可 对 角 化 
矩阵 上 去 ， 此 时 例 1，2 就 是 其 特例 
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如 下 推论 是 有 趣 的 。 
推论 ИА ЮА e E ARINE m) 
ASAs), Ais ИЖ 等 ,Ji(A) = FONA А)", 


IEI 2, ә 5 м Уж» 即 车 fi(4) 的 各 列 


生成 的 子 空间 的 维 数 为 4i(i= 1，…a)， 则 Z di = nj Ж 


MALORNE’ "ан; 是 fi(.4) 的 列 向 量 组 的 极 大 
无 关 组 (Gi= 1，2 ，…，s)， 则 矩阵 7= Са, =s ait ， 
rasis сө) ау, ] ETA. 

例 5 RMA E AW 4° = = A WAT, 


E 
Т! АТ -( | -Er-s 0 | ‚ HPR) =r, 
RCHA = 8, 


й ” 因 4 的 零 化 多 项 式 是 F(A) = 和 (和 +1)(X 一 1)， 由 定 
理 2 АННУ, = (а), еә а), ҖЕ а,» ° | a.-r 
ЖИ Ж СА-Е„)уСА+ E, ) 的 列 向 量 组 的 极 大 无 关 组 (r= 秩 
CAs V,=L(0Bo +, В), ЖА, "~. ВЖАСА+Е, 
te Vs=L(Y,, ,Ys), rio 

`> rr-s 是 4(A4-- 忆 ,) 的 列 向 量 组 的 极 大 无 关 组 。 于 是 A@i= 
OG=1, =, п-ғ)у ABi=Bi(j= 1, ++, s ); Ak = 
—Yk(k=1, з, 7-5), ЩТ = СА, $ В.» Yis ә 
yrs， аз, sa л.) 是 可 道 的 矩阵 ， 从 而 АТ = Lura 
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Е ЖО 
В Yis 一 -s， 0, 03 -т( -Е.. р 
o ” 
由 此 得 证 。 
例 6， 设 " 阶 方 阵 .4 前 零 化 多 项 式 fO) = (A ke), АЖ 
(Л \ 
LON Frs у 
| 7,] 
Т, ETAT = | , 
N 15% 
1) 
和 XoEt 
(№ 10 № 1 
Ве | 0 № 1 | , 4 | › RCA- 
‚0 0 À 0 № .. 


МЕ ) =r, № (С A—- АЕ ) =2r+s, 3r+2s+t=n, 
М 因 秩 (A4-MNE ) t= r, М С A- АЕ ) ?中 7 个 线 
性 无 关 的 列 向 量 aii ( ci 为 (4- МЕ ) "中 的 第 ii 列 (j= 1, 
2, ，…，r ) ， 相 应 地 再 取 ( 4 一 和 AoE ) 中 r 个 线性 无 关 的 列 向 
‚Вы ( 6o 为 4- МЕ: Ж], 最 后 取 eii (j= 1,2 9 
r, )〈 ej 是 En 中 第 i; 列 ) ,于 是 4( 0;;,PBiiseii ) = (Асан, 
aijt hoBiis Bii+Moeii ) = (ан, Biiseii УТ, 1=1,.2, 
p rs C1); ХА СА-№Е ) =2г+5, 所 以 4- АЕ 
中 有 s 个 线性 无 关 的 列 向 量 7?Ra(g= 1 ,…,s ) 4 С А-Л№Е 
ЮЖ, Нан, +, аш, Уку, YR; Oi se, 9 CA- МЕ 
的 核 的 一 个 基 ， 因此 46ij = №9; C j=l, "s t), | (2); 
A(YRa, Ва) = (ÀoYR4 +Ào Ra ) = (Уна, ERa) 12 Сан 
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1，…s)，(3)， НЕВЕ = Сац» …， 
Bi еп» =s Qiry Birs eis УЕ» @Ris s PRs,Erss дл» 


ws ôl, НСТ», (2), (DARTER 


\ 
`. ?ss 个 
М.Е 


15. Cayley 一 Hamilton 定理 的 推广 


下 面 我 们 将 Cayley 一 Hamilton 定 理 给 以 推广 。 设 为 带 单 
位 元 的 交换 环 。 АК ЕМУ Е, Е ту №, R 
(А) 为 R 上 的 一 元 多 项 式 环 , 1(X)= det(ME ~ AER M 
为 4 的 特征 多 项 式 。Cayley 一 Hamilton 定 理 断 言 ，4 为 f 
СОНИ, 8704) = 0 

ЯМ. (ЮВ Ent Jf ER WEM (КЕМ ЖЕ 
=E- 4， 显然 4 为 矩阵 系数 的 多 项 式 F(^) 的 根 ,F(A4) 
=EA- А= 0, 70) =de(FO)) RWF NHR 
ERA- 矩阵 时 的 行列 式 ， 并 称 其 为 矩阵 多 项 式 已 () 的 行列 
式 。 则 f(X) 为 R 上 的 一 元 多 项 式 。 由 Cay ley ~ Hamilton 
M, /(4)= 0， 即 4 是 以 4 为 根 的 矩阵 多 项 式 F(X) 的 行列 式 
f (入 ) 的 根 。 下 述 定 理 给 出 了 任意 以 A 为 根 的 矩阵 多 项 式 F 
(А) 的 行列 式 f O) 也 以 .4 为 根 。 | 

定理 ” 设 尺 为 带 单位 元 的 交换 环 ，Ma(R) СА) ЖЖ. 
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РЕ ВЕ М, СВ) 上 的 一 元 多 项 式 环 。 如 果 F (入 3》 
ЄМ.(В)• J, F(A)=0, Ф (А) =det(F0A)) 
€ R [XJ ЖЖАЖЕ СА) 为 R 上 的 -矩阵 时 的 行列 式 ， 则 
中 (4)=0。 
我 们 先 证 明 以 下 引 理 。 | 
引 理 ” 设 了 为 有 单位 的 环 (不 必 是 交换 的 )，S 为 了 的 扩 
Ж, T СА 为 T 上 的 一 元 多 项 式 环 , fO), gA) ЕТ 
CAJ, a€S, рб) = (А) СА), ауд (л) 的 
АЖИ ЛИЙ, MH 
р(а)=}](а)ув‹а) 
特别 地 ， 当 了 在 S 中 心 时 ， 则 对 每 个 a€ 5, 有 上 式 成 立 。 
证 明 设 f (入 ) =a +ал +... аА, dans 0, 
д СА) =b itb) t +607, ba 0, 
M f 
b (À) = а,б, + (а, Бу +ац, ) 入 十 十 Gnbm 和 2+ 严 
由 于 4 与 各 bj 可 换 ， 故 有 : 
(а) 9(а) = (ao+oalia+… чала") (Бо + biat+. + а) 
= ab, + аба + аба + а: 6, а? +... 
+ ала" • фиат 
= 4.6, + (а,6, + 416. )а+ --. + алба" 
=р(а) 
引 理 证 毕 。 下 证 定理 。 
HF (A) = B Am + В.А? +... + Bm1 +В, 其 中 B。， 
By, s Ba€E M, (R), ЖМ, ( R) 上 的 一 元 多 项 式 环 
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Mu(R) ОЗ h, HEN- АКЕ CA), Ф 
FO )=Q(X) (EX- 4) +Е, , (1) 


其 中 Q (С^) =Q ATI QAT + 6 + Ол» МО, Qis 
5, Q, EM: (CR). 可 通过 展开 〈 1 ) 式 后 得 到 
Bah? + ВАЛ! +. + Bai Ва= CQA! QAT? 
© +04) CE-A) +Е„, B,=Q, В,=0,-0ьА, 
а Qi As B.-i = Qm-1— От-» А,Ва= Fo ~ От-1 4» 
即 取 | 
О, = 
О, = В. +Оь А, 
О: = B, + 0.4, 


Qr- A С 
F, = Bm + Qm-14, 
由 于 .A 与 5 和 -~ .4 的 系数 已 和 4 可 换 ， 据 引 理 ，0 = ЕСА) 
=0 (А) (EA4~A4) +Р, =ЕЖЛ (1) 


ЕСА) = ОСА) (EAX-4)。 (2) 
视 ( 2 ) КЛАНА БА EBE, АРИЗ 
det (F(X)) = det (Q(À)) + det (E-A), 


jq (À) =det (FO)), Оу = де (90), № det ( 
E- A) =f(%) 为 4 的 特征 多 项 式 ， 故 PC(4) = ФИА. 
因 f(4)，g(4)ER СА), АУМ, (ЮЖ, НАТР 
M. CR 的 中 心里 ， 于 是 由 引 理 g(4)f(4) = 9 СА), Hi 
Cayley 一 Hamilton 定 理 ，f (4) = 0 所 以 ?CC4) = 0 
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定理 得 证 。 
16. 关于 实 二 次 型 的 秩 与 符号 差 的 求法 


求实 二 次 型 〈 或 实 对 称 阵 ) 的 秩 和 符号 差 ， 通 常 采用 非 
退化 线性 替换 化 二 次 型 为 规范 形 的 方法 。 实 际 上 ， 不 化 为 规 
范 形 ， 而 将 它 的 矩阵 化 为 “每 行 至 多 只 含 一 个 非 零 元 ”的 扼 
阵 就 可 解决 问题 。 这 是 基于 下 面 的 定理 

定理 1 设 4 是 一 个 实 对 称 矩 阵 ，A 的 每 行 至 多 只 有 一 个 
非 霍 元 ， 则 .4 的 秩 等 于 其 非 零 元 个 数 ， 符 号 差 等 于 主 对 MR 
上 正 元 素 个 数 与 负 元 素 个 数 之 差 。 

证 明 ”对 实 对 称 和 矩阵 的 主 对 角 线 上 方 的 非 零 元 个 数 用 数 
学 归纳 法 。 当 它 的 主 对 角 线 上 方 没有 非 零 元 时 ， 它 是 对 角 矩 
ев. НИЖЕ ЕЛЕ k> 0 ) 个 非 零 
元 的 实 对 称 矩 阵 ,结论 成 立 。 现 设 4 的 主 对 角 线 上 方 含 (+ 
1 ) 个 非 零 元 ， 由 于 4 的 每 行 至 多 只 有 一 个 非 零 元 ， 记 以 A 
的 每 列 也 至 多 只 有 一 个 非 零 元 ( 因 A 是 对 称 和 矩阵 ) ， 因 此 ， 
若 4 的 第 ; 行 第 7 列 处 的 元 素 为 os 0， 其 中 i<j， 对 4 施行 下 
列 行列 同型 成 对 的 初等 变换 ， 将 第 j 行 和 第 j 列 的 去 倍 分 别 加 
到 第 i 行 和 第 ; 列 ， 再 将 第 ; 行 和 第 ; 列 的 (- 1 ) 倍 分 别 加 到 第 
j 行 和 第 列 ， 则 将 4 化 为 如 下 的 矩阵 了 。 第 i 列 第 j 列 处 
和 第 / 行 第 ; 列 处 的 元 素 均 为 0， 第 将 第 ; 列 和 第 7 行 第 7 列 处 
的 元 素 分 别 为 和 - a， 其 余 位 置 上 的 元 素 与 矩阵 4 的 相应 位 
置 上 的 元 素 相同 。 因 此 ，B 是 一 个 实 对 称 矩 阵 ，B 的 每 行 至 
多 只 有 一 个 非 零 元 ，B 的 主 对 角 线 上 方 含 k 个 非 堆 元 ， ЖАВ 
的 非 零 元 个 数 与 4 的 非 零 元 个 数 相等 ，B 的 主 对 角 线 上 正 元 
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素 个 数 与 负 元 素 个 数 之 差 等 于 4 的 主 对 角 线 上 正 元 素 个 数 与 
旬 元 素 个 数 之 差 。 由 归纳 假设 及 4,B8 合 同 即 知 当 .4 的 主 对 Ж 
线 上 方 含 《 k+ 1 ) 个 非 零 元 时 ,结论 自然 成 立 。 由 数学 归 编 . 
法 ， 定 理 成 立 。 

上 述 定理 表明 ， 将 一 个 实 对 称 矩 阵 用 合同 变换 化 为 一 个 
“每 行 至 多 只 有 一 个 非 零 元 ”的 和 矩阵， 就 可 简单 算出 它 的 秩 
和 符号 差 。 下 面 通过 几 个 例子 来 说 明 这 种 方法 在 某 些 情 形 下 
是 很 方便 的 。 

例 1 求实 二 次 型 f (ztyzsyzs ) 52212, + бата +2511 
的 秩 和 符号 差 。 

м ”此 二 次 型 的 矩阵 为 


(9 1 1 
р 0 | y 
1 3 0 


将 其 2 行 、2 列 的 〈- 1) 4832010347, 334489 
(0 1 0) | 
:1 0 3 y; 
lo s -el 

再 将 1 行 、1 列 的 (一 3 ) 倍 分 别 加 到 3 行 、3 列 得 


0 1 O 
| 0 о " 


0 0 -6 


#92 RE KES (Ei, Tr s En) = тате + mama 


++ za-lzn 的 秩 和 符号 差 。 
м 此 二 次 型 的 矩阵 为 


+ 

0 
1 0 + 
`0 0 


‘оо 
\0 O 


将 第 1 行 、1 列 的 (- 1) 倍 分 别 加 到 3 行 、 


зк ок © 


0 
0 


р ооо 


° о 


о соо 


3 列 ,再 将 3 行 、 


3 列 的 (- 1) 倍 分 别 加 到 5 行 、5 列 ，…， 如 此 继续 下 去 ， 


最 后 4 化 为 
оо 
+ O 0 
0 0 0 

B= |0 0 + 
0 0 о O 
оо о 0 


otoo 


oooO 


0 
0 
0 
0 


+ 
0 


， 若 "为 偶数 ; 
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0 本 00… O O үс 

+ о о о. оо O| 

|0 0 0 + 0-0 O 

0 бо . 

| 

0 0 0 0 0 + of 

0 0 0 0 + 0 0 

о о о ото 0/ 


据 定理 1 ЖЕЕВ Жып, FEA 0,Ж ЕСК Nn. 1, 
符号 差 为 0。 因 此 ， 当 + 为 偶数 时 ， 原 二 次 型 的 秩 为 %， 符 号 ` 
差 为 0， 当 "为 奇数 时 ， 原 二 次 型 的 秩 为 n-1， 符 号 差 
为 0。 


17. 求 标准 正 交 基 的 矩阵 初等 变换 法 


通常 的 Schmidt 方 法 ， 使 我 们 可 以 从 欧 氏 空间 R? 的 任意 
一 个 基 出 发 ， 求 出 一 个 正 交 基 来 ， 再 单位 化 ， 求 出 一 个 标准 
正 交 基 。 下 面 给 出 一 种 运用 矩阵 初等 变换 ， 从 欧 氏 空间 BR” 
的 任意 一 个 基 求 标准 正 交 基 的 方法 ， 比 较 直接 简单 。 

а= (ац, ав, …， Qni)，i=1，2，…，7。 是 
RR" 的 任意 一 苦 ， 以 i/ 为 列 向 量 构成 矩阵 4= (ан), МАГА 
是 一 个 sn 阶 正定 矩阵 ， 必 与 单位 矩阵 上 合同 ， 即 存在 4 阶 可 逆 
矩阵 Q， 使 得 

004 A)Q= Е C1) 

BJ 
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CQA (40) =E (2) 


1) 式 说 明 ， 对 矩阵 4/4 施 行 一 系列 的 列 初等 变换 ( 相应 的 
初等 矩阵 的 乘积 为 Q ) 及 一 系列 的 行 初等 变换 C 相应 的 初等 
矩阵 的 乘积 为 Q' ) 可 变 成 单位 矩阵 。( 2 ) 式 表明 ， 4Q 的 列 
向 量 组 是 R" 的 一 个 标准 正 交 基 。.4Q 可 以 通过 对 ЭВ BE A 施行 
与 对 矩阵 4'4 所 施行 的 相同 系列 的 列 初等 变换 求 出 ， 而 不 必 
通过 先 求 Q 再 与 4 相 乘 得 到 。 | 

于 是 ， 得 到 求 标准 正 交 基 的 矩阵 初等 变换 法 ， 


а ттт (к 


| 
а) ажаа /0 
4Q 的 列 向 量 组 即 为 所 求 。 
#1 把 c=(1,1,0,0)，au=(1,0,1,0)， 
аз= (-1,0,0,1 ›, а; = (1,-1,- 1,1 ) 变 成 单 


11 1 -1 | 
1 0 0 -1| 
Š |, 出 
解 ФА о 1 0 -1) 则 
о о 1 1 
(1 1 0 0) 
Е 1 0 10 
-1 0 O l) 
1-1 -1 1 
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А’А= 


— 


2 
1 
=f 
0 
2 1 
1 2 
-1 -1 
0 0 
1 1 
1 0 
о 1 
0 0 
A 
ут 0 
-1 0 
2 0 
0 4 
-1 1 
0 -1 
0 -1 
1 1 


-1 0 
q. 
2 бүт 
0 4 
-1 0 
-1 0 
2 0 
o 4 | Y2 除 第 1 列 ， 
-1 1 M2 除 第 1 行 
0 -1 
0 -1 
1 1 
第 2 列 -第 1 列 x 1. 


第 3 列 - 第 1 列 x(- 1) 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


第 2 行 一 第 1 行 x ЛЯ 


第 3 行 一 第 1 行 x(( - =) 


= o n| юк о no юе о 


1 
om mne мін © юе ba o 
1 


= ој о wm © we o о 


ЕА 


el 


0 0 
. Е Я 
0 0 
1 3 
0 0-7% 2 
4 0 0 0 
PA. A. Q 1 
1 /2 м6 2 
1.1 1 
M2 М6 2 
_2_ 
Zç ° 
0 1 
0 1 O 0 
0 0 1 0 
0 оо 1 
оо 0 
£| E bs 8 
1 М2 м6 мо 
1 `l L 
-1 V2 6 м 
о -2 L 
- 1 M6 ./12 
3 
1 о о 55 
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2, 2, 2), 


需 指出 的 是 ，Q'4/= САО) /的 行 向 量 组 ， 正 是 4Q 的 
列 向 量 组 ， 所 以 有 求 标准 正 交 基 的 怎 阵 初等 变换 法 的 另 一 
形式 
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行 ç 
. 对 4/4 施 行 太初 等 变换 : 
6 wA А! 2) HAARA akaw ( E : 974’ ) 
对 4/ 施行 行 初等 变换 
рое 下 面 的 例 做 为 练习 
例 2 在 欧 氏 空间 R* 中 ， 对 于 基 


eC Ty LS aeto bes, 
G= (2, 0, 3 )， 
施行 正 交 化 方法 ， 求 出 玉 的 一 个 标准 正 交 基 。 
如果 需要 求 出 0， 则 由 Q = 已 Q 可 知 ， 对 单位 矩阵 五 施行 
同样 的 列 初等 变换 得 到 Q， 即 | 


ЖА’ АВА, E 


对 E 施 行列 初等 变换 


18。 丁 空间 中 西 变换 的 几 个 充 要 条 件 


| 在 现行 线性 代数 或 高 等 代数 教材 中 , 西 空间 中 的 西 变换 ， 
一 般 都 是 在 线性 变换 条 件 下 加 以 定义 的 。 下 面 我 们 给 出 在 西 
空间 中 变换 在 没有 线性 变换 这 一 条 件 时 是 西 变换 的 几 个 充 要 
条 件 。 

定义 设 V 是 西 空间 ,o 是 的 一 个 线性 变换 ,V5,7EV， 
车 

(С о(#), (п) ) == (Е, n). 
则 称 0 是 的 一 个 西 变换 。 

即 元 变换 就 是 西 空间 中 保持 向 量 内 积 不 变 的 线性 变换 。 
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事实 上 ， 定 义 中 o 是 线性 变换 这 一 条 件 已 属 多 余 ， 对 此 我 们 
有 
定理 1 Projeyi ЈУ 的 一 个 变换 ， 则 o ВИЖ 
VŠ, ТЕГ, 有 
(oa(é), (on))= (Š, n) 
证 明 必要 性 由 西 变 换 欧 定义 即 得 。 对 于 充分 往 ， 只 需 
证 明 c 是 线性 变换 即 可 。 
YE5，7E 太 ， 由 于 (c(E)，c(I)) = С, n), М 
(о(Е+1)-в(Ё)-в(1), o (Š +n) -0(Е) -д(1) > 
= (о(&+1), o(É+n)) - Со(Ё+п), o(8)) — (o( £ + 
n), 0(1)) - (о(Е), o(Ë+n)) + (005), o(É)) + (Ç 
alé), об) ) - Соб), oc(£ +n) ) + Со), о (&) ) 
+ Со(п), о()) 
= (4+1, É+n)- (Е+т, Š) ~ CÉ+ n n) – СЁ, E+ 
n)+ СЕ, ë)+ СЕ, n) — (т. +n) + (m ED+C 
m n) 
= (&+1, £+n)- (+n +n (Ë, £+n) + (É, +n 
->= (m E+7)+ CÉ, Š+ n) 
=0, . 
由 此 得 co (5+7) -0(Е)-9(1)=0, ШЖ 
о(&#+ту=о(&у+о(т). 
УаЕС, vš£€V, H+ 
( ala) - аа(&), аСаё) —- aal) ) = Са(аёЁ), ala 
E) ) - Calaf), aa(É)) – Caa(É), ala) ) + Саа(Ё), 
aa(É)) = (aÉ, аё) -а (aš, £) — a (É, аё ) аа ( 
b £) = (а, aê) — Саё, aÉ)— (aÉ, aÉ) + Caf, аё) 
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= 0; 从 而 得 = :“ Т а hak НШ 
Oo) dt о, нж. эе уз MN 
3 o.k aš ) =60 CEJ: АН РА! = | C: 
于 是 0 是 洲 的 一 个 线性 变换 ， 因而 是 西 变换 。 下 "了 所 
‚ 定理 1 表明 ， 在 西 空间 中 ，， 保持 内 积 的 变换 就 是 . 西 变 


ве йоне ну ДЕМ, одвео 
RREK АСО Аар Гр ARARE. 
证 明 必要 性 是 显然 的 。 对 于 充分 性 ， 由 定理 1， ДВ, 
证 明 c 保 持 内 积 不 变 即 可 。, 
УЕ, ТЕГ, #5, 7 中 有 一 个 为 零 向 量 ，， жй = 
ИОАНН EA oC) | = 10000 1 = 1 al, 
_=0, 所 以 有 o《.0 ) =0, Ж 
Со(8), обт) ) = (00), o(0)) = 98,100, 
=0= (š, 0 = т). | 
` Жїз, n> 0, Miko RS Чел | ai 


Co(£)), oln) >. ‚‹& т>. Е ) 


1 = Госу el 


Н В C (É), об) ) = CÉ, 7)。 

所 以 ，c 保 持 内 积 不 变 ， 从 而 o 是 一 西 变换 。 

定理 2 设 o 是 西 空间 V 的 一 个 变换 ， 则 0 Ет > 
1°, |044) +с(7) | = | +1 ， vb "6% 2° А 
с (Ё) =іс СЁ), VEEV; t= - 1. ` в 

证 明 必要 性 显然 6 у нат, пак 
明 c 保 持 向 量 的 内 积 郎 可 。 G 


353: 


在 1" 中 , 令 5 == 0,1200) [= 10| =0, 
所 以 ，ac(0)= 0, 车 1° 中 令 n= 0, 由 oc (0)= 0 得 lc 
E| = | #1, 即 0 保持 向 量 的 长 度 不 变 ,因此 ，Y&,7EV， 
由 1° 得 I 

Со(Е+о(т), (Е) +о(п) ) = (+m +1). 
Ш Co(É), o(É) ) + Col), oln) ) + Co(n),o (ë) ) 
"+ Соб), обр) ) | 
o =E, В+ (Ë туж Ст Е) + Cm т)» 

出 o 保 向 量 长 度 得 | 
(0(&), 0(1)) + (об), оду) 
=é, п)+ (m £) (1) 


#Е | 
„Со, обуу) = (0,0), б, m= b, 
又 由 1 8 о коб) | = 1+7, № 
Cali) tola), ocG)+o(nm)) = Cié+n, ié+n), 
且 o 保 向 量 长 度 ， 记 以 有 
Со), o(n)) + Соб), 048) > 
=Ë, 7)+(n, iÉ), 
而 
GE, D+, 6) =i 7)+i(n, Ë) 
= (0, 7) - (m 5)2 7, 
由 2" 得 
Coli), обуу) + (об), оу) 
-= (Cigal), о(л)) + Соб), 104) ) 
= [(o(£), об) ) ~ (об), c(É))3 їі. 
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因此 由 
С (o(£) oln) ) 一 (co(7)，c(E) )] і 
= [ (£, n)—- (m ))i 
得 到 
Соб), обуу) = (об), olé) ) 
= (š, 1)- (m, £). (2) 
(1)+(2) 得 
2 (о(Е), oln) )=2( 与 чу» 
В (0(5), o(n)) = (, n). 
故 c 保 持 内 积 不 变 ， 从 而 c 是 西 变换 。 


定理 5 ож НУ, Шо <> 
1°, 4Са(&), o(n)) = 45, п), VÉ, ле, 2°, с‹ 


1) =10(8), YEEV, MP S-t 


证 明 必要 性 显然 。 对 于 充分 性 ， 条 件 1* 即 就 是 lo 
С) - об) | = | E-n ls 在 条 件 2" 中 令 $=.0 , 即 有 o(0) 
=ig(0)， 所 以 ,，o(0)=0， 这 样 由 jo(&)~o(y))= 
2-0 № [о(&) | = 1 ， 即 co 保 长 度 不 变 。 类 M 定理 
2 的 证 明 ， 可 得 c 也 保持 内 积 不 变 ， 从 而 c 是 7 的 一 个 西 变 


换 。 
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在 数学 中 ， 为 了 开发 学 生 的 智能 ， 除 了 课本 的 理论 知识 
外 ， iene det 
特点 。 现 简 述 如 下 ч: 

тв > 

在 高 等 代数 中 ， TETT 在 这 
一 点 上 ， 高 等 代数 与 中 学 代数 有 着 永 质 的 不 同 。… O … 

йй, 宇 中 学 代数 中 只 介绍 了 二 元 、 三 元 一 次 方程 组 的 
ЖЕ, .而且 多 半 只 考 典 有 了 唯一 解 的 情况 。 而 在 高 等 代数 中 给 
出 了 含 任意 多 个 未 知 量 、 任 意 多 个 方程 的 线性 方程 组 BJ WW 
法 。 局 时 还 讨论 了 一 个 线性 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 。 在 有 许 
络 解 的 情况 下 ， 还 刻 划 了 解 之 间 的 关系 ; ' 给 出 了 解 的 结构 定 
理 。 总 之 ， 在 高 等 代数 中 ， 完 整地 、 漂 亮 地 解决 了 数 城 上 线 
性 方程 组 的 理论 问题 。 对 于 线性 方程 组 解 的 存在 问题 、 个 数 
问题 、 结 构 问 题 以 及 计算 和 表达 问题 都 给 出 了 满意 的 回答 。 
再 例如 ， 关 于 行列 式 ， 在 中 学 代数 中 只 介绍 了 二 、 三 阶 行列 
式 的 算法 ， 而 在 高 等 代数 中 给 出 了 n 阶 行列 式 的 完整 理论 。 
关于 多 项 式 ， 在 中 学 代数 中 ， 只 讨论 了 三 次 三 项 式 〈 = 要 
的 ) ， 而 在 高 等 代数 中 介绍 了 一 般 多 项 式 理论 《包括 多 元 项 
式 理论 ) 。 关 于 多 项 式 因 式 分 解 ， 在 中 学 代数 中 只 介绍 了 一 
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些 具 体 的 分 解 方法 ， 对 于 所 谓 “ 不 能 再 分 ”、.“ 分 解 是 否 唯 
一 ”等 都 没有 进行 讨论 ， 而 在 高 等 代数 中 对 于 这 些 问题 都 给 
出 了 肯定 ， 明 确 的 说 明和 论证。 ` 
ВИЗА ВАЖНАЯ 内 ж 2 
到 高 等 代数 中 某 种 知识 内 容 B 的 发 展 与 升华 : ` ` 
; яна ов 
ЖЕНЕ CER) ; 
д4 三 纺 儿 何 空间 R ， Raaen а 
量 空间 
旋转 、 反 射 一 第 1 、 ТОТЫК 
ШХКЩФ@ЩЩэал— ХШ .. 
жа. ЕЕ AKRA 的 
主轴 问题 一 二 次 型 用 可 迹 线性 替换 化 简 。: 如 此 等 等 。. 
正 是 在 上 述 意 义 下 ， 可 以 认为 高 等 代数 是 中 学 代数 的 
继续 和 提高 和 中 学 代数 相 比 。 高 等 代数 已 是 一 个 县 有 相当 深 ; 
度 的 理论 学 科 。 面 中 学 代数 只 是 一 个 数学 科目 。 тле 
质 的 区 别 。 
2) 整体 性 ， 
为 了 把 问题 表述 清楚 ， Аж 
体 上 提出 问题 和 认识 问题 ， 着 眼 于 运算 性 质 的 讨论 。 例 恕 ， 
在 看 待 数 时 ， 常 常 不 是 研究 每 个 个 别 的 数 如 何如 何 ,: 而 是 把 
某 些 数 放 在 一 起 作为 一 个 整体 来 考虑 。 例 如 ， 整数 的 全 体 ， 
有 理 数 的 全 体 ，. 实 数 的 全 体 ， 复 数 的 全 体 等 等 。 并 县 我 们 知 
道 ， 全 体 整数 的 集合 对 于 数目 的 加 减 乘 三 种 运算 自封 。 全 体 
有 理 数 的 集合 、 全 体 实数 的 集合 、 全 体 复数 的 集合 对 于 数目 
的 加 减 溢 除 〈 除数 不 得 为 零 ) 四 种 运算 自封 等 等 。 在 高 等 代 
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Жор, 分 别称 这 四 个 数 集 为 整数 环 、 有 理 数 域 、 实 数 域 和 复 
数 域 。 再 例如 ， 在 讨论 多 项 式 时 ， 常 常 不 是 讨论 每 个 个 别 的 
多 项 式 如 何 ， 而 是 把 数 域 P 上 的 所 有 多 项 式 ( 或 某 些 多 项 
式 ) 放 在 一 起 来 考虑 。 并 且 数 域 PF 所 有 多 项 式 的 集合 
P (zJ 对 于 多 项 式 的 如 减 滋 三 种 运算 自封 。 在 教科 书 中 Ж 
P С). 为数 域 P 上 的 一 元 多 项 式 环 。 在 讨论 线性 ж. E 
№, НВ. УЖЕ, Е, ЕЖА, ИЖ. 
西 矩 阵 等 等 的 时 候 情形 也 是 一 样 。 我 们 有 数 域 P 上 向 量 空间 
矿 的 所 有 线性 变换 的 集合 广 ( 斑 ) ， 数 域 P 上 所 有 " 芥 方 阵 的 
集合 Ma《 P) 等 等 。 并 且 在 每 个 相应 的 集合 中 都 有 自己 相应 
的 运算 ， 而 且 这 些 运算 还 满足 某 些 特定 的 运算 规则 。 比 如 在 
线性 变换 的 集合 上 (7 ) 中， 可 以 施行 加 减法 和 乘法 ， 也 就 
是 说 ,向量 空间 的 两 个 线性 变换 的 M 差 、 积 仍 是 V 的 
REER. RTIRAR, EEP, LOO МУ (V > 
的 作用 乘法 ( 亦 称 数量 称 法 )， 对 于 P 中 的 每 个 KAV СУ } 
中 的 每 个 线性 变换 7，kT 也 是 矿 的 一 个 线性 变换 。 同 时 这 些 
运算 还 满足 一 系列 的 算 律 。 

人 们 关于 代数 的 观念 大 臻 有 三 种 。 一 种 ， 所 谓 代数 就 是 
用 字母 代数 ; 一 种 ， 记 谓 代 数 就 是 解 方 程 。 而 当今 关于 代数 
学 的 正确 观念 应 该 是 ， 所 谓 代数 就 是 各 种 代数 结构 的 理论 。 
现代 代数 学 的 研究 对 象 不 再 以 解 方程 为 中 心 ， 面 重点 是 研究 
各 种 各 样 的 代数 结构 的 代数 性 质 以 及 它们 的 联系 。 记 谓 代数 
结构 就 是 带 有 运算 的 集合 。 一 般 说 来 ， 这 些 运算 还 适合 某 些 
所 希望 的 若 于 条 件 。 在 这 样 的 意义 之 下 可 以 认为 ， 在 高 等 代 
数 中 自始至终 渗透 着 近世 代数 的 思想 和 方法 。 因 此 可 以 说 ， 
在 高 等 代数 中 ， 尽 管 题材 是 古老 的 ， 但 是 处 理 这 些 题材 的 观 
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点 和 方法 还 是 比较 新 的 。 

3 ) 范围 性 

在 高 等 代数 中 ， 总 是 明确 指出 讨论 问题 的 范围 。 数 学 问 
题 总 是 和 数 的 范围 有 关 ， 同 一 个 问题 在 不 同 范围 内 可 能 有 不 
同 的 结果 。 例 如 方程 z: - 2 = 0 在 有 理 数 域 中 无 解 ， 在 实数 
域 中 有 解 ， 解 是 土 WV 2， 方程 zx + 1 = 0 在 实数 域 中 无 解 ， 
在 复数 域 中 有 解 , 解 是 士 1 再 例如 ,多 项 式 f(z) = г‘ tr? 6 
在 有 理 数 域 上 的 分 解 是 fF (z ) = (2-2) (z'+9 )3 在 : 
实数 域 上 的 分 解 是 f(z)=(z+w2)z-wVI(z+ 8) #E: 
复 数 域 上 的 分 解 是 f(z) = (z +V/22)(z-- /2) Xr+ /3 i) 
(z-W 了 1)。 在 高 等 代数 中 总 是 明确 指出 讨论 是 在 娜 个 范围 内 
进行 的 。 这 也 正 是 在 开卷 之 首 即 引入 数 环 数 域 概念 的 理 :由 所 
在 。 同 时 这 样 做 也 可 以 使 讨论 具有 更 大 的 普遍 性 各 一般 性 。 
例如 ， 在 一 个 一 般 的 数 城中 所 得 到 的 多 项 式 理论 、 行 列 式 还 
论 、 线 性 方程 组 理论 、 和 矩阵 理论 、 线 性 空间 理论 、 二 次 式 更 : 
论 等 也 适用 于 每 个 具体 的 数 域 。 当 然 由 于 每 个 具体 数 域 双 有， 
自己 的 特性 ， 所 以 上 述 各 种 理论 在 每 个 具体 数 域 中 又 常 有 有 某 
些 特殊 情况 。 | | 

这 种 认识 是 符合 辩证 法 的 。 人 们 在 认识 客观 事物 的 过 程 
中 ， 总 是 要 由 特殊 到 一 般 ， 由 一 般 再 回 到 特殊 。 

4) 抽象 性 

一 般 认 为 数学 有 三 大 特点 ， 高 度 的 抽象 性 、 推 理 的 严密 
性 ,应 用 的 广泛 性 。 高 等 代数 作为 数学 系 学 生 的 一 门 基础 课 ， 
尽管 它 的 理论 对 象 比较 具体 ， 如 方程 组 、 行 列 式 、 多 项 式 
矩阵、 二 次 型 等 ， 但 其 中 的 有 些 概 念 和 方法 也 还 是 比较 抽象 
的 。 这 也 正 是 学 生 学 习 这 门 课程 感到 困难 的 原因 之 一 。 Я 
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如 ， 向 量 空间 就 是 一 个 相当 抽象 的 概念 。 人 们 在 认识 并 研究 
了 各 种 具体 的 空间 之 后 ， 把 它们 的 共同 性 质 抽象 概括 出 宁 ， 
ЖТ SORP RSS ЕЕ, -AMR 量 
НУ SERRER Ex; В, ув, TEBRA 
ТРАВЕ И. УК СУ, TD) 到 V 的 二 
АЗ}, НМ; CP, VO AVRR REECE, VYA — A=. 
映射 。 只 有 在 其 体 举 鲍 时 《 即 在 具体 的 空间 中 ) 2 ER 
ПКЕ; 运算 如 何 施行 。 比 如 在 窄 BJ P ООН, IG 
PELER, MERIME M. H Pp A RAR 多 是 
REC MEJE ЫЙ RI (С z) 的 各 项 系数 。 再 比 п, ЖЕ 
Ma СР ИЕР Е Ну, 向 量 加 法 .是 方 降 ) 
的 如 法 及 心 轴 聚 汰 是 数 与 矩阵 的 乘法 ， арар ТЕСНОЕ 
念 是 热 休 的 i4 放 法 也 是 抽象 的 杭 池 , 在 由 抽象 向 量 空间 的 定 
义 雁 出 向 量 誉 知 网 其 它 性 质 时 ， 所 能 依据 的 只 有 定义 中 的 芝 
本 概念 和 几 条 基本 性 质 ( 公理 ) , ,而 不 能 凭借 任何 具体 直观 ; 
а > elisa ВИ AN па 
ЮНОША А, ` 

在 教科 书 中 ， E#— ME REM. жалин 
ZERRE 客观 中 的 具体 空间 多 种 多 样 ， 试 问 什么 样 的 两 
个 向 量 空间 才 算 是 本 质 上 相同 的 ? 为 了 比较 向 量 空间 , 人 但 
引入 了 同 构 的 概念 。 如 果 仅 从 运算 的 角度 考虑 * 可 以 认为 两 
个 同 构 的 向 量 空间 在 本 质 上 是 一 样 的 。 它 们 的 区 别 仅 在 于 符 
号 不 同 ， 台 称 不 同 而 已 。 进 一 步 我 们 还 知道 ，- 两 个 有 限 维 向 
. 量 空间 同 构 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 维 数 。 因 此 有 限 维 向 Ж 
空间 可 以 思维 数 来 分 类 。 抽 象 地 看 na 维 空间 只 有 -个 ,并 且 在 
数 域 P 上 的 所 有 n 维 向 量 空间 中 ， 由 n 元 数组 Crs,zn》 
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所 组 成 的 空间 Ps 可 以 取 作 最 典型 的 代表 。 

应 该 指出 的 是 ， 这 种 抽象 的 意义 是 很 伟大 的 。 没 有 抽象 
就 没有 思维 ， 没 有 抽象 就 没有 科学 。 科 学 的 抽象 总 是 更 正 
确 、 更 本 质 、 更 深刻 地 反映 着 自然 。 

”2 0 世纪 数学 的 显著 特点 之 一 就 是 公理 化 的 方法 。- 上 述 
的 例子 正 是 这 种 方法 的 一 种 具体 的 体现 。 正 是 在 这 个 意义 
下 ， 可 以 这 样 说 ， 数 学 系 学 生 接 受 现代 数学 的 思想 和 方法 首 
先是 在 高 等 代数 中 ， 高 等 代数 作为 一 门 基础 课 ， 不 仅 它 的 知 
识 是 重要 的 ， 而 且 还 有 它 的 入 法 论 的 审 义 。 

5 ) 形式 表现 方法 ; 

规律 是 客观 的 ， 但 如 没有 一 定 的 形式 ,规律 也 是 表现 不 
出 来 的 。 形 式 的 变化 常常 包含 着 质 的 差异 性 。 由 事物 的 一 种 
形式 到 另 一 种 形式 的 转变 ， 有 时 会 把 人 们 的 认识 引 向 更 深刻 
的 阶段 。 在 高 等 代数 中 ， 事 物 形式 的 变化 起 着 重要 的 作用 。 

МТ 把 某 种 代数 式 表 成 一 个 行列 式 ， 看 来 虽然 具 是 形 
式 上 的 变化 ， 但 是 正 是 这 种 变化 使 我 们 得 到 了 克 莱 姆 规则 。 
邵 果 没有 行列 式 ， 克 菜 姆 规则 所 反映 的 规律 恐怕 是 无 法 被 人 
прин. нинин ника ENAKISA 
出 来 。 ， 

на. хтеле, mimin 


[ 2=х,+=, -zs-zi+zs= 1 
х,-2, +1: +1. - 275=.0 

\ 3х, +3rm,—3z s —3z +4z = 2 ' 

| 


45, +57: 一 57s 一 574+7z5= 8 | 
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用 消去 法 解 之 ， 


21-1-1 11 21-1-111 
1а 1 1-20 30 0 0-11 
-3 3 -3 -3 42 ga -30 0 01-1 
45-5 -5 73 -60 0 02-2 
51-1-10 2 
-30 001-1 
Busy 
000000 
000000 
于 是 得 


f 1,=2-651, +1: +m, 
(2) 
| 1=-1+ 32, 


其 中 rz,，zs。，z4 是 自由 未 知 量 。 这 就 是 原 方程 组 解 的 一 般 玫 
达 式 。 

至 此 解 方程 组 (1 ) 的 工作 似乎 已 经 结束 ， 但 是 为 了 看 得 
更 清楚 ， 我 们 还 可 以 对 《 2 ) 做 如 下 处 理 ， 在 (2 ) 中 令 自由 
未 知 量 z ,=t,，7zs=ts，7z4 =ts， 则 (1 ) 之 解 为 

=, = t, 

z,=2- 5HN+ts+t, 
zs = ts (3) 
t, 


一 一 一 一 一 一 一 
8 
- 
И 
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其 中 1,，ts，ft4 可 取 任 何 值 ， 把 ( 3 ) УНЕ, ХН 


z, `. 0 PN 0 0 
е 2 -5 1 1 
| zs |=| 0 1+ o Hf 1 ro h, 
|= 0 0 .0 1 | -04) 
Ts =1 3 20. 0 


这 就 是 (1 ) 的 解 的 表达 式 。 | 

由 ( 2 ) 8] C 4 ) 虽然 看 来 只 是 形式 上 的 变化 ， 但 是 这 
种 变化 却 能 使 我 们 的 认识 更 加 清楚 。 由 (4 ) 容易 看 出 

1°C 4 › 式 右 端的 第 1 个 列 南 量 是 原 方程 组 《1 ) 的 一 
个 固定 解 ， 这 只 需 取 # =1,=1,= 0。 

2° C 4 ) 式 右 端的 其 余 三 个 列 向 量 是 原 方程 组 的 导出 
组 的 一 个 基础 解 系 ( 这 与 用 通常 方法 求 得 的 基础 解 系 完全 一 
样 ) ° 

3 "把 原 方程 组 的 一 个 固定 解 加 到 导出 组 的 每 一 个 解 上 
去 。 即 得 原 方程 组 的 所 有 解 〈 解 的 结构 定理 ) 。 

.此 外 ， 通 过 用 消去 法 解 方程 组 我 们 还 能 进一步 体察 
到 ， 

4 "一 个 齐 次 方程 组 ， 当 方程 个 数 小 于 未 知 量 个 数 时 ， 
一 定 有 非 零 解 。 

一 个 齐 次 方程 组 的 基础 解 系 所 含 向 量 的 个 数 等 于 na — г, 
即 等 于 自 由 未 知 量 的 个 数 ， 这 里 a 是 未 知 量 的 介 数 ，r 是 系数 
矩阵 的 秩 。 

5 一 个 方 各 组 有 解 的 充 习 条 件 是 它 的 系数 和 了 ËJ # 5 
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ем 〈《 有 解 判别 定理 ) 。 
б. СА) = СА) =r， 当 r= a 时 方程 组 有 唯一 
解 ， 当 r<n 时 ， 方 程 组 有 许多 解 ( 解 的 个 数 定 理 )。 这 里 


A，A 分 别 是 给 定 方程 组 的 系数 矩阵 和 增 广 和 矩阵 ，a 是 未 知 
量 的 个 数 。 


例 3 线性 方程 组 的 解 和 表现 形式 。 
给 定 线性 方程 组 


Га, 1, +а,,т, Fee +a,ma=b, 


G,,Z, +0,, 2, ++ +0,121=6, 


(5) 
ч |. + аз,2, + + азыт = bs 
利用 和 矩阵 乘法 可 玫 成 
rN b, 
z, b, 
A у ú : (6) 
Zn 5. у 
或 (11.21) А’ = (b, bs) (7) 
其 中 4 是 (5 ) 的 系数 矩阵 ，A' 是 A4 的 转 置 矩阵 。 
(5 ) 还 可 表 成 
> @11 Giz ain b, 
G21 a22 azn b, 
1+ А m, + + | zn = i (8) 
Gs1 Gss Csn bs 


(Ча, аз) +(a,,s "6 Gs,)z, teet Я 
(G as" эп). = (bist bs) 
这 些 形 式 的 变化 绝 不 是 无 聊 的 符号 游戏 。 每 一 种 形式 都 
可 能 给 我 们 带 来 某 种 方便 。 
例如 , 利用 表 法 ( .8 ) REREH, (5 ) 有 解 当 且 仅 当 
RD = RA). 


实际 上 ， 若 记 

ба: Gi: буп b, 

а, а,, Gn b, 
Zıt Z, +. + n= 

051 Gs: ` Gsn bs 

II Ш II Ш 

а а, а В 


则 (5 )##<— Bu Нан, а, ето REER Ноа, 
G, On KWRA а, ВЕСА) = 秩 (4)。 
再 例如 ， 利 用 表 法 (6 ) 很 容易 的 君 出 要 解答 阵 方程 
АХ= В i 
其 中 4=( в) msns X = ( zij)nxsB= ( bij) mxso 只 要 解 
S 个 线性 方程 组 


Tj bij 
xx; bzj б 

4 = . s ]=1,2,›*°э,5 
Б bmi 
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Saa бы : 扫 以 这 8 个 方程 组 可 同时 
解 出 。 

以 上 的 讨论 还 表明 , ж | 

` AB=C pe 
САН Ава э CHEA T 
间 量 都 是 如 的 行 向 量 的 线性 组 合 、 关 体 记 说 ，C 的 第 7 列 为 4 
的 各 列 的 线性 组 合 ,其 组 合 系数 从 是 8 的 第 7 列 y -C 的 第 i 行 作 
为 的 各 行 的 线性 组 合 ， 其 组 合 系数 是 4 的 第 i 行 。 册 此 立 得 
Ф 0С) SRCA), f (B). 

即 积 的 秩 小 于 等 于 每 个 因子 的 秩 。 

类 似 的 例子 还 可 以 举 出 很 多 。 

6 ) 几何 方法 与 代数 方法 交互 为 用 

我 们 知道 ， 当 在 〈 数 域 P 上 的 ) " 维 空间 大 中 到 定 一 组 基 
之 后 ， 及 中 的 向 量 与 其 坐标 一 一 x* 元 数组 1 一 1 对 应 ， 产 的 
线性 变换 与 数 域 P 上 的 z 阶 方 阵 1 一 对应， 并且 这 种 1 一 
1 对 应 还 保 特 运算 。 因 此 ， 在 线性 代数 中 ， 我 们 总 是 通过 挎 
阵 来 耶 解 线性 变换 。 一 般 总 是 把 线性 变换 问题 转换 成 矩阵 问 
题 来 处 理 。 把 矩阵 看 作 是 线性 变换 的 表现 〈: 表 示 》， 把 线性 
变换 看 作 是 矩阵 的 几何 解释 〈 原型 ) 。 所 谓 线性 代数 ， 用 几 
何 语言 来 说 ， 主 要 的 就 是 关于 线性 变换 的 理论 ， 用 代数 语言 
来 说 ， 主 要 的 就 是 关于 和 矩阵 的 理论 ( 当然 线性 代数 也 还 研究 
线性 函数 等 。 既 使 在 这 些 函 数 的 研究 中 ， 抢 阵 也 扮演 着 十 分 
重要 的 角色 ) 。 | 

但 是 另 一 方面 ， 必 须 注意 ， 由 于 及 的 所 有 线性 变换 集合 
L CV ) 的 代数 结构 与 P 上 所 有 sn 阶 方 阵 集 合 M:( 了) 的 代数 
结构 完全 一 样 〈 这 两 个 代数 结构 同 构 ) ， 所 以 M。( 了) 中 
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的 每 个 命题 也 都 可 以 平行 地 转移 到 工 ( 广 ) 中 。 并 且 反 过 来 
也 是 一 样 。 

”例如 ， 若 斑 的 两 个 线性 变换 cr 在 取 定 基 下 的 矩阵 分 别 
ЗА, В. Щот= to 时 也 有 A4B= ВА, 

ЯН, ЕР СХ) 中 的 多 项 式 . 

f (z=) =a0r + аут) + ean 
能 够 零 化 方 阵 4， 则 f(z) 也 能 零 化 线性 变换 o 

(с) =a0 +ao0!+.+anE=0 

ЕСА) = в, А+ а, А ++ aE = 0 
因此 对 于 线性 变换 也 有 汉密尔顿 凯 莱 定 理 。 

_ 再 例如 ， 设 有 是 % 维 复 空间 ， 则 对 于 入 的 每 个 线 性 变 换 
g， 必 可 找到 人 的 一 组 基 ， 使 4 在 此 基 之 下 的 矩阵 是 车 当 Ж 
阵 ， 用 矩阵 语言 ， 此 结果 又 可 表述 成 ， 每 个 n 阶 复方 阵 都 相 
似 于 一 个 车 当 和 矩阵 ， 等 等 。 

对 于 线性 变换 的 研究 、 有 的 书 偏重 于 代数 方法 即 矩阵 方 
法 ， 也 有 的 书 偏重 于 几何 方法 ， 两 者 各 有 利 浆 。 有 些 问 题 
用 线性 变换 语言 表述 来 得 方便 ， 有 些 问题 用 和 抢 阵 语言 表述 来 
得 方便 。 但 在 一 般 情 况 下 ， 总 是 两 种 方法 交互 为 用 。 

7 ) 分 类 与 找 出 标准 形 

在 高 等 代数 中 ， 我 们 曾经 讲 过 的 有 m Xx "数字 和 矩阵 ( 数 域 
了 P 上 的 矩阵 ) 的 等 价 分 类 ，^ 一 矩阵 的 等 价 分 类 ， 复 矩阵 的 相 
似 分 类 ， 实 对 称 矩 阵 的 合同 分 类 ， 正 交 相 似 分 类 ， 厄 米 特 矩 . 
阵 的 西 相 似 分 类 等 等 。 

前 面 曾经 提 到 ， 记 谓 线 性 代数 ， 用 代数 语言 来 说 ， 主 要 
的 就 是 矩阵 的 标准 形 理论 。 所 谓 和 矩阵 理论 ， 主 要 的 就 是 矩阵 
的 标准 形 理论 。 
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当然 ， 这 里 订 谈 的 每 一 种 标准 形 理论 都 紧 窗 联 系 着 它 位 
МА. PHHH, ЗЕРЕН РАВ СА: 
角 绥 上 的 元 恰 是 给 定 对 称 矩 阵 的 全 部 特 征 根 》 与 实 二 次 型 可 
经 正 交 线 性 替换 化 成 平方 和 是 一 回 事 ， 研究 复 抢 阵 在 相似 关 - 
系 下 的 标准 形 与 研究 复 空 et 
是 一 回 事 。 等 等 。， с 

(8) ИКИ, АЕ 

ТАНЕ НИЗОВЕ 关 
键 在 于 找 出 这 种 秆 阵 在 给 定 等 价 关 系 下 的 全 菜 不 变量 。 

Фп, Т ЕНН, ТУСТЕН РЕА Тач НЧ 
ТИШН ЇН СЕИ НЕН ЖЫ KERNER ЖЕ ЯП ЈЕ Ht 
ЕН ЗИ ТА ТЛО М, TER 
ЭК PE АНИ г, ЗЕНОН р, 则 4 合同 于 对 角 
阵 和 


换 句 话说 ， 若 实 二 次 型 f (zi，…，zn ). 的 秩 是 r"， 正 惯 ER 
кэ аи | 
f=y +6 +ур руы туган 
完全 类 似 地 ， : 
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两 数字 矩阵 等 价 当 和 且 仅 当 它们 有 相同 的 秩 ， 

两 一 矩阵 等 价 当 生 仅 当 它 们 有 相同 的 秩 和 相同 的 不 变 
因子 〈 初等 因子 、 行 列 式 因子 ) ， 

两 实 对 称 和 矩阵 正 交 相似 当 且 仅 当 它们 有 完全 相同 的 特征 
根 ， 

两 复 矩阵 相似 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 不 变 因 子 〈( 初等 因 
子 、 行 列 式 因子 ) 

所 以 数字 抢 阵 的 秩 是 数字 和 矩阵 在 等 价 关 系 下 的 全 系 不 变 
Ж; 一 矩阵 的 秩 和 不 变 因子 〈 初等 因子 、 行 列 式 因 子 ) 是 
;一 矩阵 在 等 价 关 系 下 的 全 系 不 变量 ， 实 对 称 失 阵 的 特征 根 
是 实 对 称 矩 阵 在 正 交 相 似 关系 下 的 全 系 不 变量 ， 复 矩阵 的 不 
变 因 子 〈 初 等 因子 、 行 列 式 因子 ) 是 复 和 矩阵 在 相似 关系 下 的 
全 系 不 变量 ， 如 此 等 等 。 

值得 注意 的 是 ， 找 出 全 系 不 变量 和 六 示 准 形 这 两 者 是 相 加 
相 成 的 。 一 般 这 两 者 总 是 同时 被 得 到 ， 但 也 有 时 是 先 得 到 前 
者 或 者 反 过 来 。 

再 例如 ， 当 大 的 基 改 变 时 ,了 ( 广 ) 中 同一 个 线性 变换 所 对 
应 的 矩阵 一 般 也 随 之 改变 。 但 是 ， 工 〈( 矿 ) 中 同一 个 线 性 变 
MET НЕТ КОЕМ ЖАНД» НАЯ, Жз ЕЛЕ 
RERET, L (V) 中 每 个 线性 变换 都 对 应 着 一 个 相 似 
和 矩阵 的 类 。 因 此 ， 相 似 和 矩阵 的 共性 就 是 线性 变换 本 和 的 固有 
属性 。 我 们 曾经 证 明 ， 相 似 和 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 和 最 小 
多 项 式 ， 因 而 有 相同 的 特征 根 ， 相 同 的 迹 和 相同 的 行列 式 ; 
相似 矩阵 有 相同 的 不 变 因 子 和 初等 因子 等 等 。 记 有 这 些 概 念 
都 可 以 引 到 线性 变换 上 去 。 

设 线性 变换 c 在 某 基 之 下 的 矩阵 是 4， 我 们 把 .4 的 特征 多 
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项 式 、 最 小 多 项 式 、 特 征 根 、 迹 、 行 列 式 、 不 变 因子 、 初 等 
因子 也 分 别 叫做 c 的 特征 多 项 式 、 最 小 多 项 式 、 特 征 根 、 
迹 、 行 列 式 、 不 变 因 子 和 初等 因子 。 

综 上 记述， 可 以 说 在 高 等 代数 的 研究 中 ， 充 满 了 唯物 状 
证 法 ， 诸 如 一 般 与 特殊 、 共 性 与 个 性 、 抽 象 与 具体 、 整 体 与 
部 分 、 变 与 不 变 、 比 较 与 分 类 等 辩证 统一 关系 在 书 中 都 有 具 
体 的 模型 和 体现 。 因 此 ， 如 教师 在 教学 中 能 够 自 党 地 、 有 总 
识 地 去 引导 学 生 掌握 这 些 方法 ， 不 仅 会 使 学 生 更 好 地 理解 知 
识 ， 提 高 能 力 ， 而 且 对 于 培养 学 生 的 辩证 唯物 主义 科学 世界 
观 也 肯定 有 神 益 。 

RXR: ИЗИ ХЕ ЗЕ ЖЕШИН, WAR) 


附录 2 h Ki K 


早期 代数 学 的 中 心 课题 是 解 方程 问题 。 就 方程 本 身 而 
言 ， 它 是 向 两 个 方向 发 展 的 ， 一 个 方向 是 一 元 高 次 方程 ， 一 
个 方向 是 多 元 一 次 方程 组 与 高 次 联 立 方程 。 前 者 的 发 展 形成 
了 后 来 的 方程 论 ( 或 多 项 式 论 ) 的 研究 ， 到 了 1 9 世纪 ， 还 
诱发 了 近世 代数 学 的 出 现 ， 后 者 的 发 展 形成 了 线性 代数 学 ， 
它 的 中 心 内 容 是 行列 式 与 线性 方程 组 理论 、 甜 阵 的 理论 及 线 
性 空间 线性 变换 的 理论 等 。 

线性 代数 学 的 兴起 与 发 展 ， 大 致 与 微 积分 学 的 兴起 与 发 
展 是 同时 的 ， 它 们 都 随 着 十 七 、 十 八 世 纪 生 产 和 科学 技术 的 
发 展 与 要 求 而 发 展 的 。 

“线性 ”一 词 ， 源 于 解析 几何 中 平面 向 卡尔 坐标 系 下 的 
一 次 方程 是 直线 方程 ， 后 来 凡是 一 次 的 均 称 为 线性 的 ， 这 一 
称呼 今天 已 深入 到 了 科学 技术 的 很 多 领域 。 

一 般 论 述 线性 代数 学 的 发 展 时 ， 是 从 行列 式 的 出 现 开始 
的 。 西 方 数学 史家 认为 ， 首 先 提出 生 列 式 概念 的 是 著名 德 国 
数学 家 菜 布 尼 兹 (Leibniz) 

1693 年 ， 莱 布 尼 兹 在 他 写 给 洛 必 达 (L'Hos 一 一 Pital ) 
的 信 中 ， 推 导 了 三 条 相 异 直线 


1.+1:5+1,у=0 
2.+2:1+2:у=0 
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3o+3irz+3:y=0 
共 点 的 必要 条 御 是 
lo*21*3,.+1,*°2,°30o+1,.26.°3:°5 
l+2,° 3i+t1 ° 2° 3,+1,° 2 (° 3, 


后 来 称 此 为 结 式 НУ, а,, ass bis b,, bss Cis 
с, сз 

а,б,сз +а,6зс: + азбус,— aibsc, 

—а,6:с; — азЬ,с;= 0, 

认为 这 是 行列 式 的 最 初 起 源 。 

但 据 日 本 数学 家 的 考证 ，17 进 纪 的 H ЖЖ Ж ЖЖ 
和 在 1683 年 所 著 《 解 估量 之 法 > 一 书 ， 实际 上 对 行列 式 
书 中 的 概念 和 它 的 展开 ， 已 经 有 了 清楚 叙述 ， 其 时 间 比 莱 布 
尼 兹 要 早 。 关 孝 和 是 一 位 有 成 就 的 日 本 古代 数学 家 ， 他 很 部 
悉 古 算 。 一 些 数学 史家 认为 ， 在 独立 发 现行 列 式 方面 ， 关 汐 
和 思想 的 产生 ,多 半 是 受 惠 于 中 国 的 而 非 西 方 的 影 响 。 和信 M 
特别 提 到 中 国 古 代 从 < 九 章 算术 中 的 “方程 术 ” 开 始 ， 就 实 
际 上 是 应 用 矩阵 的 初等 变换 解 线性 方程 组 了 。 方 程 术 可 能 对 
行列 式 概 念 的 产生 提供 启示 ， 而 且 它 的 演算 实际 上 已 经 提供 
了 今天 计算 行列 式 时 ， 将 一 行 ( 列 ) 的 若干 倍加 于 另 〈 一 行 
列 ) 这 一 常用 的 方法 (下 面 讨论 矩阵 的 历史 时 ， 还 将 谈 到 )。 

莱 布 尼 效 后 ， 还 有 马克 劳 林 СМ aclaurin ) 也 从 事 过 这 
方面 的 工作 。 到 了 1750 年 ， 瑞 上 数学 家 т Ж 3 (Cramer) 
在 他 的 « 线性 代数 分 析 导 言 > 一 书 中 ,给 出 了 用 行列 АМА 
性 方程 组 的 方法 ， 这 就 是 后 来 称 为 的 Cramer 法 则 o ЖН] 
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行列 式 的 定义 中 ， 判 断 每 一 项 是 带 正 号 或 负 号 的 手续 比 今天 
要 复杂 些 ， 但 定义 的 实质 已 经 与 今天 相仿 了 。 

首先 将 行列 式 的 理论 脱离 开 线 性 方程 组 ， 进 行 独立 研究 
Wi (Vandermonde), ， 时 间 是 1772 年 。 范 德 蒙 还 
研究 了 用 行列 式 的 二 阶 子 式 及 其 代数 余子 式 来 展开 行列 式 ， 

:这 一 工作 当时 被 拉 普 拉 斯 ( 工 cplace ) 推进 到 按 & 行 的 一 切 
可 能 的 子 式 及 其 代数 余子 式 之 积 之 和 展开 行列 式 ， 这 一 方法 
后 来 称 为 拉 普 拉 斯 定理 。 

FIR C Determinant ) 这 一 名 称 是 著名 法 国 数 学 家 柯 
西 (Cauchy ) 于 1812 年 首先 使 用 的 。 柯 西 还 在 1815 年 的 文章 
中 首先 使 用 以 aii 等 带 双 重 脚 标 的 字母 来 表示 行 列 式 的 元 ， 
这 篇 文章 中 论述 的 关于 行列 式 的 乘法 〈 即 行列 式 行 乘 列 的 办 
法 ) 对 后 来 矩阵 的 运算 有 很 大 的 影响 。 

在 行列 式 理论 的 形成 与 发 展 过 程 中 作出 过 重大 贡献 的 数 
ЖАН C Bezout ) 、 拉 格 朗 日 (Larange )、 高 斯 
(Gauss )、 维 尔 斯 特 拉 斯 (JWVeierstrass ) mih DR Wi 
特 ( Sylvester ) 和 遍 菜 ( Cayley) $Л. ЙИШ, EER 二 
次 型 的 充 要 条 件 是 它 的 行列 式 的 各 阶 主子 式 为 正 ， 就 是 西 勤 
维 斯 特 的 工作 ， 他 还 推出 了 加 边 行 列 式 的 西 勤 维 斯 特 恒 等 
式 。 行 列 式 的 两 条 竖 线 ， 是 由 凯 莱 在 1841 年 引进 的 。 

1841! 年 ， 德 国 数学 家 雅 可 比 (Jacobi) 著名 论文 《 № 
行列 式 前 .形成 与 性 质 ?》， 标 志 着 行列 式 系统 理论 的 建成 。 
这 之 后 ， 在 行列 式 的 理论 与 应 用 发 展 的 同时 ， 称 阵 的 理论 以 
及 与 之 相 联系 的 线性 空间 线性 变换 的 理论 蓬勃 地 发 展 起 来 
Ts 

在 行列 式 的 系统 理论 形成 的 同时 ，# 维 空间 的 概念 也 在 
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形成 。 早 在 18 世 纪 后 半 叶 ,著名 数学 家 欧 拉 (Euler)， 
拉 格 朗 日 和 达 朗 贝尔 CD Alembert ) 都 直接 或 间接 地 提 到 
过 四 维 或 n 维 空间 的 概念 。18 志 纪 末 ， 拉 格 朗 日 在 研 究 二 次 
型 化 为 标准 形 讨 ， 引入 了 2#* 个 变量 (zi， Las ts za) 的 二 
次 型 。1844、1845 年 及 1847 年 ， 格 拉 斯 (С Стаззтатт у 
与 柯 西 等 数学 家 分 别提 出 了 脱离 了 一 切 25 间 直 观 的 、 成 为 
一 个 纯粹 数学 概念 的 n 维 空间 概念 。 在 此 之 前 ， 英 国 数学 家 
ЮЖ Hamilton) 于 1843 插 发 现 了 四 元 数 a + bitcj + 
dk， 他 想 由 此 出 发 对 向 量 作 进 一 步 研 究 。 由 于 格拉 斯 S 与 
哈 米 尔 顿 等 的 工作 ， 同 时 也 由 于 19 世 纪 中 叶 以 后 ， 近 世代 数 
学 的 发 展 ， 促 进 了 n 维 向 量 空间 理 论 ， 线性 变换 理论 与 矩阵 
理论 的 研究 。 

Ж (М atriz) 这 个 词 是 西 勒 维 斯 特 在 1850 年 首 先 使 用 
的 。 在 此 之 前 ，1849 凯 菜 已 经 介绍 了 可 北方 阵 对 乘法 成 群 ， 
19 此 纪 初 已 经 出 现 了 应 用 初等 变换 解 方程 组 的 著名 的 高 斯 消 
元 法 。 在 中 国 ， 这 方面 的 历史 可 追溯 到 东汉 初 年 〈 公元 一 世 
纪 ) 成书 的 《 九 章 算术 。< 九 章 算术 》 第 八 算 的 题目 是 
“方程 ?， 所 谓 “ 方 程 ?并 不 是 “BEquafion”， 而 是“ 矩阵” 。 
«ЛЖ t 》 中 说 的 “方程 术 ”《〈 兼用 “ 正 负 术 ”下 同 ) 中 的 
内 容 就 是 对 “方程 ”( РШЕ) WRR RE 除 ” 两 种 运 
算 。“ 偏 乘 ” 的 实质 就 是 以 一 个 不 为 0 ИВ, “WR” 
的 实质 就 是 将 某 一 行 的 同一 倍数 如 到 另 一 行 ， 也 就 是 今天 说 
的 矩阵 的 初等 变换 〈 初 等 变换 中 的 对 调 两 行 是 可 以 通过 “ 偏 
乘 ?与 ^ 雪 除 ? 来 实现 的 )。 

例如 ，《 九 章 算术 方程 章 的 第 一 题 ，“ 今 有 ЕЖ 
3, ЖЖ, ТЖ, ЕТЛЯ ЕЖЕ, ИЖЕ 
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Ж, ТЖ, Еър, 上 禾 一 秉 ， 中 禾 二 秉 ， 下 禾 三 
秉 ， 实 二 十 六 斗 。 向 上 、 中 、 下 禾 一 秉 各 几何 ?” 就 是 布 出 
“方程 ”( 即 写 出 矩阵 ) 


1 2 3 
2 3 2 
3 1 1 
26 34 39 


99 24 39 


于 是 得 下 下 一 乘 实 -39- 59-28 3 5, 之 后 依次 求 得 中 禾 一 秉 实 


413, яо Тан, 公元 263 年 ， 三 国 时 的 刘 徽 


tE < 九 章 算 术 > 时， 特别 说 明 可 以 继续 合用 偏 乘 、 直 除 之 
法 ， 直 到 算出 结果 。 那 就 是 
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刘 微 还 特别 对 《 九 章 算术 > 中 的 “方程 ”加 以 说 明 ，“ 此 都 
术 也 ， 以 空 言 难 路 ， 故 特 系 之 以 禾 以 决 之 。” 意思 是 ， 这 是 
一 种 普通 方法 ， 由 于 抽象 地 说 难以 说 清楚 ， 故 联系 到 禾 的 例 
PEREC. < 九 章 算 术 > 方程 章 的 18 个 题 都 是 按照 这 种 
“方程 术 ” 来 处 理 的 ， 其 中 第 13 题 与 第 18 题 都 涉及 到 5 个 未 
知 数 ( 第 13 题 “五 家 共 井 ”还 是 一 个 不 定 方程 ) 。 人 们 清楚 
地 看 到 ，“ 方 程 术 ”就 是 今天 线性 代数 学 中 的 “高 斯 消 元 
法 ?我 国 在 这 面 的 成 就 要 比 欧洲 早 1500 年 至 1800 年 。 后 来 ， 
我 国 元 代数 学 家 朱 世 杰 于 1303 年 刊行 的 《四 元 玉 鉴 》 中 ， 
BEAR TEM. 

在 欧洲 ， 由 于 有 行列 式 的 成 果 作为 基础 ，1850 年 前 后 ， 
矩阵 理论 揭发 展 是 非常 迅速 的 ， 初 期 的 功绩 应 归功 于 两 位 
长 期 合作 的 英国 数学 家 一 一 剑桥 大 学 教授 凯 莱 和 西 № ME 斯 
特 。 其 中 特别 是 凯 莱 ， 和 扼 阵 的 很 多 开创 性 工作 是 他 作 的 。 例 
如 ， 由 两 个 相继 的 线性 变换 引入 矩阵 的 乘法 ， 移 阵 的 乘法 的 
性 质 ， 逆 矩阵 的 求法 与 性 质 ， 转 置 矩阵 的 性 质 等 等 。 凯 菜 还 
把 行列 式 中 已 有 的 一 些 工作 转 入 和 矩阵， 如 特征 方程 特征 根 
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等 ， 此 外 如 著名 的 哈 米尔 顿 一 一 凯 菜 定理 的 发 现 等 ， 也 都 浸 ` 
透 了 遍 菜 的 劳动 ， 其 中 很 大 一 部 分 成 果 是 他 在 1855 一 一 1958 
年 闻 完 成 的 。 
现今 的 矩阵 论 的 很 多 结果 是 在 19 世 纪 的 下 半 叶 取得 的 。 
在 19 世 纪 50 年 代 与 60 年 代 ， 还 证 明了 复数 年 阵 中 埃 ЛК 米 特 
(Hermite ) 矩阵 的 特征 根 都 是 实数 ， 以 及 实 对 矩阵 及 其 有 
关 二 次 型 的 结果 。 这 一 时 期 还 引入 了 相似 矩阵 的 概念 ， 它 可 
溯源 于 柯 西 在 行列 式 理论 中 的 一 些 工作 。 
一 些 数 学 史家 认为 维尔 斯 特 拉 斯 在 行列 式 论 方面 的 工 
作 ， 如 关于 二 次 型 的 理论 ， 不 变 因 式 与 初等 因 式 方面 的 工作 
等 ， 实 际 上 为 失 阵 论 在 这 方面 的 某 些 工作 打下 了 基础 。 
ELEBE, ATER WERC K КЖ A С 
Frobenius ) 为 阵 矩 论 的 发 展 做 了 大 量 的 工作 。 他 在 1878 
年 普遍 地 证 明了 哈 米 尔 顿 一 一 凯 莱 定理， 并 提出 了 最 小 多 项 
式 的 概念 ， 在 1879 年 引入 了 和 矩阵 的 秩 的 概念 ， 正 X E pE 
的 定义 是 他 给 出 的 ， 他 还 证 明了 ( 4-')'= CA) 等 公 
式 ， 此 外 他 还 在 初等 因 式 与 不 变 因 式 方面 做 了 许多 工作 。 
1870 年 ， 法 国 数 学 家 约 当 (Jordan ) 用 相似 矩阵 
”和 特征 方程 的 概念 ， 证 明了 和 矩阵 可 以 化 为 标准 形 ， 这 就 是 今 
天 说 的 约 当 标准 形 。 | 
”在 19 世 纪 下 半 时 ， 对 行列 式 论 与 挎 阵 论 的 发 展 作 出 重 
要 贡献 的 还 有 克隆 尼克 (Kronecker ) 、 道 奇 森 ( Dodgson 
>, МАЕ (Hadamard), ЗЕНА С Clebsch ) 、 布 克海 
(С Buchheim ) „ НСТ aber), JÆ RIH ense) R И 
(бути ЖИ (Metzler ) 等 数学 家 。 
1892 年 ， 梅 茨 勒 引进 了 矩阵 的 超越 函数 , ел, [одл 
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sinA sin 4 等 建立 了 级 数 ， 和 矩阵 论 从 算数 阵 代数 走 向 38 
阵 分 析 。 

进入 20 世 纪 以 后 ， 矩 阵 的 理论 ， 线 性 代数 及 其 应用， 
线性 代数 计算 方法 等 又 有 了 长 足 的 发 展 ， 其 中 ， 我 国 数学 家 
华罗庚 教授 也 作 了 很 多 工作 。 线 性 代数 的 理论 及 其 应 用 远 远 
超出 了 数学 的 范围 ， 它 是 物理 学 ， 力 学 及 与 电气 相关 的 工程 
技术 学 科 的 主要 数学 工具 之 一 和 一 般 工 程 技术 的 常用 数学 工 
具 ， 今 天 ， 甚 至 像 生物 学 ， 医 学 等 过 去 运用 数学 知识 较 少 的 
学 科 痢 有 线性 代数 的 应 用 。 线 性 代数 学 已 经 成 为 科学 技术 工 
作者 的 必 备 知识 ， 线 性 代数 课 已 经 成 为 大 专 院 校 学 生 的 必修 
课 ， 不 少 国家 在 中 学 阶段 就 开始 教授 线性 代数 的 基 础 知 识 
了 。 

线性 代数 及 其 应 用 、 和 矩阵 论 仍 在 继续 发 展 中 。 


〈 本 文 作者 ， 清 华 大 学 应 用 数学 系 李 文 汉 副 教授 ) 
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